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Пусть (X, В) — измеримое пространство и Ре, 0 е 0,— семейство рас­
пределений на нем. Мы будем предполагать 0 открытым множеством ве­
щественной прямой, а меры Ре — абсолютно непрерывными относительно 
некоторой cr-конечной меры v. Пусть xt, х,,..., хп — повторная выборка из 
генеральной совокупности с распределением Р0„, где 0, Е 0 — неизвестное 
значение параметра. Положим f(x, 0) = dPe / dv.

Цель настоящей работы — исследование асимптотического поведения 
при п оо оценок

п п

П / (х;, 0) л (0) d0 / \ П /Од 0)л(9)с19. 
в 3=1 1 0 7=1

которые мы, следуя И. А. Ибрагимову и Р. 3. Хасьминскому (*),  будем 
называть обобщенными байесовскими апостериорными средними в ситуа­
ции, когда 60 не есть случайная величина, а функция л не обязана быть 
плотностью распределения. И. А. Ибрагимов п Р. 3. Хасьминский полу­
чили несколько членов асимптотических разложений для статистики 
|м(0„— 0а), для ее первых двух моментов к оценили скорость сходимости 
ее распределения к нормальному распределению (некоторые из этих ре­
зультатов содержатся в (*)).  При этом предполагалось, что f(x, 0) = 
= f(x — 0), л = 1, a v есть мера Лебега, т. е. рассматривался случай 
оценки Питмена. Кроме того, предполагалось, что f нигде не обращается 
в нуль. Здесь мы откажемся от этих ограничений и. пользуясь методом 
работы (*),  получим произвольное число членов асимптотических разло­
жений.

* Символом 0е обозначено замыкание 0 в Rl.

Относительно функций f(x, 0) и л(0) предположим следующее (сим­
волами Ев и De обозначены соответственно математическое ожидание и 
дисперсия по мере Ро, буквой К обозначен произвольный компакт в 0).

1) f(x, 0) измерима относительно В ХА. Здесь А—о-алгебра всех 
измеримых по Лебегу подмножеств 0.

2) Для 9 =# X

0) — f(x, X) |v(3z)>0.
X

3) Vx^X f(x, 0) определена и непрерывна на 0° и к + 2 раз 
(А 1) непрерывно дифференцируема на 0 *.

4) a) sup Е» I It (xt, 9) оо для некоторого a>0;
lex

b) sup £’0 | Ц (xt, 0) p+1<^ оо для i = 2, ..., к1;

c) sup Е-к\1к+г(Х1, 0) |A+1<o° VA cz 0,
x. век
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где

{х: / (х, 0) 0}

Ц (х, 9) =
In / (х, 9), если / (х, 0) 0,

0, если / (х, 0) = 0.

5) a) inf Del, (xlt 0) 0 для i = 1,..., к Д- 1;

Ъ) inf Т>Л+2 (жх, 
х, век

0) > 0 V7< с 0.

«) а) 7(6)= Ее | /1 (гх , 9) |2 = ? | /в (х, 9) |2// [х, 6) v (dx) —

непрерывная функция па 0е.
Ь) Для некоторого р 0

sup(i + |e|pr1/(9)<^.
ееи

7) Ее/Дяд, 9) = 0, ЕЛ (ад, 0) =—7(0) VO «= 0.
8) Для некоторого q > 0

sup 10 — Л \ ]/"/ (х, 0) / (х. '/.) v (<Л) го.
X, 050 X

9) а) л (9) = 0 для 0 0;
b) л к раз непрерывно дифференцируема на 0;
c) л (9) 0 для 9 е 0.

10) Для некоторого г О

sup(i — | о Гг1! л(0)1< зс-
0ео

Заметим, что приведенный список условий включает в себя условия 
И. А. Ибрагимова и Р. 3. Хасьминского (2).

Прежде чем формулировать теоремы, условимся о следующих обозна­
чениях: /Л = Ро X Ре X ... — прямое произведение мер, 5“ = В X 
X В X ... — прямое произведение о-алгебр, Ее', 77е“ — соответственно 
математическое ожидание и дисперсия по мере Р9”,
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77= 2 0о)’
V 11 ,=i

С2 — „ ^2 {Хр 0о);

,?=1

Cj — 2 Ц )ХР 0о), i о,.. ., А, д- 1.
;=1

Буквой е будем обозначать положительные числа (не обязательно одни 
и те же). Постоянные в символах О зависят только от класса распределе­
ний {Ре, 9 е 9}, от функции л, от к, от а, от р, q, г и от К.

Теорема 1. В условиях 1) —10) VK с 0 существует константа 
С > 0, зависящая только от К, [Рв, 9 е 0}, л, k, а, р, q, г, такая, что

k—1 fe—1 ft—1
sup |ЛГ(9„ - 0О) - 2<?^21>С'п_ 2 *}  = о(п 2 \
0оеЖ II i=0 I J \ /

где Qi, 7 = 0,..., к — 1,— полиномы от ct, 1 / с2, с3..., ci+2, степень ко­
торых не превосходит 77 -{- 2 (3i -f- 1, 3i1, i no ct, 1 / c2 и совокупности 
прочих Cj соответственно'), а коэффициенты зависят от л(,)(90), j ==■ О,..., I, 
и могут быть явно вычислены.

При доказательстве используется метод работы (*)  и следующее ут­
верждение.
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Лемма. В условиях 1, 3, 4а) для достаточно малого 6 > 0, для любо- 
го К cz 0

П k—1
supT^j inf ПЖ'> 0) = О} = 0 {п 2 V 
воек 1|9—0„Кп8/Гп 1=1 ’ ' •

Замечание 1.

<2о = —
С]

С-2 ’

Ч(1) (9о) _£ J_ О < 
л (0о) С-2 ' 3 с®

п __ ( л<2> (6о)
'2 \ rt (90)

Q1 = ~

—---- ^12с4с1 -J- 6 ^(1)(9<>) \ 1
л(9о) 3 V сз

+ (4щс3 + 36^С1) ~ ^с3 4 ■
С2 С2

Из теоремы 1 вытекает
Теорема 2. Пусть выполнены условия 1)—10) и 

sup Ев | ?! (а^, 0) 13ft_1+a <; оо для некоторого a > 0, V7T cz 0.
0GK

Тогда VK cz 0
k—i fe—i

a) sup |£^[/n(0n —e0)| — 2 е^/2\ = О (n 2 V где e4 =
i=1 \ /

= я ) T(0O)“ “Ь Wr (ж1, e0) i2 (^i, 6o) + Eq„is (X1, oo)) f,2 , e2 = o.
fe-1 k-i

b) sup IZQ/re (9n — 0o)l — ~4п — 2 <^'i/2l = o(n 2 ),
0osk '°°) i==2 \ /

где коэффициенты e„ di зависят от моментов величин lh j , i + 2,
от л(;)(0о), I = 0,..., i, и могут быть явно вычислены.

Замечание 2. Для к = 1, 2, 3 степень Qt равна 4г + 2 (i + 1, 2i + 
+ 1, i по Ct, 1 / с2 и совокупности прочих С; соответственно) и для утверж­
дения теоремы 2 достаточно условий 1) —10). Автору пока не удалось до­
казать такое утверждение для любого к.

Теорема 3. Пусть условия 1)—10) выполнены при к = 2, и пусть 
или NK cz 0

inf (I (0) D,l2 (Х1, ’0) - Ellr (Х1, 0) Z2 (Ж1, 0)) > 0,

или
I (0) D2l2 (Х1, 0) - Elh (Х1, 0) 12 (Х1, 0) = 0 V0 е 0.

Тогда VKczQ

sup sup | Р&° {Vn (0n — 0O) < и} — Ф (и //(%)) | = О (1/ /й), 
BoEK ueR1

где Ф — функция стандартного нормального распределения.
Доказательство может быть получено из утверждения теоремы 1 при­

менением оценки скорости сходимости в многомерной центральной пре­
дельной теореме, принадлежащей В. В. Сазонову (3). Способ рассуждений, 
аналогичный этому, впервые встречается у Ю. В. Линника и Н. М. Ми­
трофановой (4).
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