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Назовем калибровочной всякую функцию, которая определена и непре­
рывна слева на [0, оо), не убывает, положительна при t > 0, причем 
ф(ОД-) = <р (0) =0. Калибровочную функцию назовем правильной, если 

ф(с£) ф(с) - ср(£) Vc > 0, t > 0.

Пусть (X, р) — метрическое пространство с метрикой р. Через Яф₽ обо­
значим ср-меру Хаусдорфа, соответствующую метрике р в X ((‘), стр. 84). 
Как известно, все борелевские множества из X измеримы относительно Н/, 
поскольку ф-меры суть меры Каратеодори (там же, стр. 82).

Если ф(0 = ta, то мы пишем Нар вместо Яфр; если X = R" — эвклидо­
во пространство, р (xt, х2) = | xt — х2 |, то будем писать вместо HJ.

Теорема 1. Пусть (X, р) и (У, г) —метрические пространства, а ф1 
и ф2 — калибровочные функции. Если для отображения j: X-+Y сущест­
вует такое 6 > 0, что

ф2 о Г(/(Ж1), /(Х2)) ф1 ° р(л?1, х2) (1)
Vari, е X с расстоянием р (ац, х2) < 6, то

#;,(/(£))< Ярф1(Е) VXcX.

Если, кроме того, отображение f взаимно однозначно и

ф3 ° р(ац, х2) ф2 о r(j(xi), f(x2)) при г < б,

то HVip(E) CJ HV2r(f(E)) ЯФР(Х) VE cz X. В последнем случае, в част­
ности, мера v(E) =Н^Г(/(Е)) абсолютно непрерывна относительно Яф1° 
на классе борелевских множеств из X.

Не приводя здесь доказательства, заметим лишь, что условие (1) обес­
печивает равномерную непрерывность отображения /.

1. Некоторые следствия. В большинстве приводимых ниже при­
меров ясно, по какой метрике взято пополнение пространства X или У. Эти 
пополнения мы обозначаем тогда через X (пли У) без указания метрик, 
а отображения f считаем (где это нужно) продолженными на X (или У).

Заметим еще, что при известных ограничениях (см., например, (2)) 
на области и отображения / даваемые ниже оценки становятся равносте­
пенными по /.

Всюду в дальнейшем Е — произвольное множество из некоторого X, 
а Dr — круг в ТЕ с центром в начале координат и радиусом е.

а) Если на множестве X cz Rn отображение / удовлетворяет условию

If(x') ~f(x")\^C\x'~x"l^,

то для всякой правильной функции ф(£) '

(/ (Я)) < ф (С) • я; (X), р (х, §) = | х -1 р, 
#«(/(£)) ^С*-На/^Е), а > 0, 

Яа(Д/(£)) ^С“е-Яа(Е) УЯс=Х.
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б) Пусть (/) — семейство (J-квазиконформных отображений ограничен­
ных областей (G,) на круг Di, /(0) = 0, причем a Gf, 0 < е < 1. Тог­
да V/ е= (/)

Я1(/(Я))^С(^, е)-Я%(Я,5ф

где р — метрика Г. Д. Суворова ((2), стр. 50 и 120).
в) Пусть /— гомеоморфизм плоских ограниченных односвязных обла­

стей G и Д, причем / и /~’ принадлежат классу BL (см. (2)). Тогда для 
всякой правильной функции ф(^)

<р (/3). Я’, (Я, 6) С Н% (Я), А) < Ф (2 V^C) ■ Hpv, (Е, G),

где ф2(£) = ф о ехр (—4лС7-2), = ф 01п~'/2 (]/3 /t). Здесь константа С,
вообще говоря, зависит от /, а р — метрика из (2).

г) Пусть G и А —- ограниченные гомеоморфы шара в Rn и / — гомео­
морфизм G на А, причем /(0) =0и/, /~‘ е BLn'2 (см. (3), стр. 259). Тогда

Я* (Я)<Я£(/(Я))^Са-Я*,(Я) УЯсдС.

Здесь <pi(f) = 1п~“/п(1 / t), ф2(£) = ехр ( —аС1Яп); С, Ci зависят от/, 
а а — метрика И. С. Овчинникова ((3), стр. 269).

д) Пусть / гомеоморфно отображает шар D: |х| < 1 на область А cz Я", 
/е№/2 в D, /(0) == 0. Тогда

Я^(/(Я), Д)<С(/)-Яф(Я, D),

где а > 0, р — метрика Овчинникова — Суворова ((3), стр. 266), (fit) = 
= 1п““/и(2 /1) и D: 1. Если А — шар и /“* е ЯЯп/2 в Л, то

ЯФ1(Я) ^ЯД/(Я)) ^С(/)-Яф(Я) УЯсЯ,

причем фДО = ехр (— aCt~n).
2. Конформно-инвариантная мера. Рассмотрим для плоской 

области G, содержащей точку z = 0, конформно инвариантную метрику

p(zt, z2) = V2(y2,J,

где Л. — экстремальная длина семейства сеток (обобщенных кривых), охва­
тывающих точки Z,, z, <= G \ {0} (см. (4,5)). Заметим, что p(z, 0) = +оо.

Легко доказывается следующая
Теорема 2. Если D — область в R-, граница которой состоит из ко­

нечного числа окружностей без общих точек, и круг De: |io|^ е входит 
в D, то существует такое S(e,D), что Уиц, w, D \ D,, с расстоянием 
I ИЛ — м>2| < 6

I W1 — W -2 I
V mes2 D

р (щц, w2) 0^2л 1п_'/г ле
I ifi — «Л | (2)

Левая часть этого неравенства верна для произвольной плоской области D. 
Так как р — конформный инвариант, то из неравенства (2) следует, что 

метрика p(zbz2) согласована с топологией Каратеодори в G \ De для лю­
бой конечносвязной области G (е сколь угодно мало).

Неравенство (2) влечет для Я cz D\Dc

[ф (V^D)}1 ■ яф (Я) <: я: (Я) = я: (/ (Я)) <: Ф (/^т). яФ (Я), (3)

где ф — правильная функция ф (i) = ф ° 1п_1/2 (ле / £), а /—произвольное 
конформное отображение области D. В частности, любая мера ЯФР(Я) кон­
формно инварианта.

Далее, как известно, для (/-квазиконформного отображения / имеем 
Q~'kp(Zi,z2) p(/(z1),/(z2)) ^Q*p(Zi,z2), 
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откуда следует, в частности, что при квазиконформном отображении пло­
ских конечносвязных областей G соответствие границ осуществляется по 
простым концам. При этом для правильных ф (i)

V£c(G,p). (4)

Соотношения (3) и (4) говорят в пользу того, что Яфр есть «емкостная» 
характеристика множества. Из (4) и (3) следует

Теорема 3. Пусть j — квазиконформное отображение некоторой об­
ласти G на круг |w;|<; 1.

Тогда

Я₽(£) = 0=»Яф(/(Я)) = 0 \EcAG. р).

Однако обратное, вообще говоря, неверно. Например, для ф(£) = t (т. е. 
Яф = Ht) существует, как известно (6), такое квазиконформное отображе­
ние / круга на себя, при котором некоторое множество Е точек границы 
круга с мерой Н,{Е) = 0 преобразуется во множество с мерой ЯД/(Я)) > 
> 0, а тогда

Я1р(Я) = Я1₽(/(Я))>0. (5)

Таким образом, с помощью меры Hf не удается охарактеризовать те 
множества простых концов односвязной области, которые при конформном 
отображении на область со спрямляемой границей переходят во множества 
нулевой длины. Это можно сделать, используя метрику А. Д. Мышкиса ц, 
инвариантную относительно конформных преобразований f области G, нор­
мированных условием /(0) = 0 (7). Напомним ее определение. Пусть 
a^G и v(z) —обобщенное решение задачи Дирихле для уравнения Ла­
пласа (см. (8) или (9), стр. 298) при краевом условии

n(z) = ln|z — а|, zeFrG.

Положим и (z) = —In | z — а | Д- i? (z), z e G \ {a}. Тогда

ц (z15 z2) = inf | Vn | e~u ds,
lZ,Z2 I

где Д;2 — семейство всех гладких дуг, соединяющих z, и z2 в G. В работе 
(') доказано, что p.(z1,z2) = |/(гД —f(z2) |, если f конформно отображает 
G на круг |н>| <1, так что f (а) =0. Ясно, что при этом метрическая то­
пология в G, порожденная метрикой и, равносильна топологии простых 
концов Каратеодори. Используя известную теорему Лузина — Привалова 
((‘Д, стр. 179), легко получаем, что справедлива

Теорема 4. Если f — продолженное до гомеоморфизма G на D кон­
формное отображение односвязной области G на область D, ограниченную 
спрямляемой кривой, то

Я1(/(Я)) = 0оЯ^(Я) = 0 УЯс(5, ц).

Неравенство (5) и теорема 4 показывают, что меры Ilf и Hf не экви­
валентны, хотя порождающие их метрики ц и р эквивалентны.

3. Квазиинвариантная граница области в простран­
стве. Пусть R — кольцевая область в Rn, С — ограниченная компонента 
ее дополнения, [Я, — семейство континуумов, соединяющих точки х, у в R, 
Г₽ — семейство кривых, соединяющих континуумы £ и С по R. Положим

d (х, у) = inf М (Гр), 
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где М— модуль (и,12) семейства кривых. Нетрудно видеть, что d есть псев­
дометрика в R, причем для любого (^-квазиконформного отображения / 
кольца R

d (х, у) ^'d\j (ж), f (у)) ^Qd(x, у).

Можно доказать (это сделано в дипломной работе Р. П. Поляковой), 
что для некоторого класса колец R, например, если С имеет внутреннюю 
точку а, относительно которой область D — R U С звездна, функция d есть 
квазиинвариантная метрика в R. При этом, если D квазиконформно экви­
валентна шару, то эвклидова граница шара и метрическая граница обла­
сти D (относительно d) гомеоморфны. Поэтому NE cz 1) \ С, для всякой 
правильной функции <р (£)

[ф (С)]'1 • я^ (Е) •< Н* (f (Я)) < ф (<2) • и* (£).
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