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Инвариантные относительно движений алгебры функций на однород­
ных пространствах изучались в работах ряда авторов (1_6). В этих рабо­
тах в основном изучалась «вещественная» ситуация и описание алгебр го­
ломорфного происхождения оставалось вне поля зрения.

Настоящая работа посвящена вопросам, связанным, в частности, с изу­
чением именно таких алгебр.

1. Пусть X — связное риманово симметрическое (р.с.) пространство 
некомпактного типа, Io (X) — компонента связности единицы в группе 
всех изометрий X, dx — элемент Zo (X) -инвариантного объема на X.

Теорема 1. Следующие условия эквивалентны’.
1) все замкнутые Ц(Х)-инвариантные подпространства в L2(X, dx) 

самосопряжены (замкнуты относительно операции комплексного сопря­
жения функций);

2) зональные сферические функции на X вещественнозначны-,
3) группа Вейля р.с. пространства X содержит автоморфизм — I. где 

I — тождественный автоморфизм.
В компактном случае эта теорема доказана Вольфом (5) (см. также 

(7)). Теорема 1 на основании известной двойственности между р.с. прост­
ранствами компактного и некомпактного типов позволяет перечислить (с 
точностью до изометрического изоморфизма) все связные односвязные р.с. 
пространства X, для которых из инвариантности подпространства в 
L2(X, dx) вытекает его самосопряженность. Таковыми являются прямые 
произведения одних из следующих симметрических пространств: прост­
ранства компактного типа, указанные в (5), двойственные к ним простран­
ства некомпактного типа, эвклидово пространство размерности больше 1.

Отметим, что условию 3) удовлетворяют все эрмитовы симметрические 
пространства.

Обозначим через Со (X) алгебру всех комплекснозначных непрерывных 
функций на X, равных нулю на бесконечности, с равномерной нормой. 
Из одного результата Кобаяси (10) о неподвижных точках изометрий ри- 
мапова многообразия отрицательной кривизны вытекает, что все 70(Х)-ин­
вариантные подалгебры в С0(Х) на неприводимом р.с. пространстве не­
компактного типа исчерпываются тривиальными: {0}, С0(Х). (В компакт­
ном случае указанный класс алгебр, как показано в (5), достаточно об­
ширен.)

Из сказанного и теоремы 1 вытекает
Теорема 2. Пусть X—связное неприводимое р.с. пространство не­

компактного типа, удовлетворяющее условию 3) теоремы 1 и А — 
10(Х)-инвариантная подалгебра в С0(Х).

Если A (\LP(X, dx) плотно в А (для некоторого р = 1, 2,...), то либо 
А ------ {0}, либо А = CQ (X).

Замечание. Теорему 2 можно сформулировать как утверждение об 
аппроксимации: если / е С, (X) (] Lp (X, dx), f 0, то полиномами от 
сдвигов fg(x) =f(gx), g^I0(X) функции f можно равномерно прибли­
зить любую функцию ИЗ Со (X).
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Описание аналогичного класса алгебр на локально-компактных абеле­
вых группах дано в работе (3).

В силу бесконечности инвариантного объема dx на X принадлежность 
непрерывной функции к LP(X, dx) означает быстрое убывание ее на бес­
конечности. За счет уточнения понятия быстро убывающей функции ока­
зывается возможным спять ограничения (условие 3)) на рассматриваемый 
класс пространств.

Пусть X — связное р.с. пространство некомпактного типа, К — макси­
мальная компактная подгруппа в Z0(X), Н п Z— соответственно карта- 
повская и орисферическая подгруппы в Ц(Х). Сопоставим каждой функ­
ции /е/ДХ. dx) функцию f (со) на пространстве орбит группы Z, полу­
чаемую усреднением f по группе Z. В силу однозначного разложения 
Ивасавы I0(X) = ZHK функцию f (о) можно рассматривать как функ­
цию f (Л) на Н.

Обозначим через С00(Х) совокупность всех /еЛ‘(Х, dx), для которых 
|К|(Л) ееП(Н, dh), к^К, \f\K(h) е=Ь'(Н, dh),

где dh — мера Хаара на Н, |/|к(ж) — |f (кх) \dk — сферическое сред­
нее. Принадлежность функции к С00(Х)К означает достаточно быстрое 
убывание ее на бесконечности. Финитные функции принадлежат СМ(Х). 
Пусть, например, G — комплексная унимодулярная группа Ли, К — ее 
максимальная компактная подгруппа, л: G -+■ G/ К — естественное отобра­
жение G на р.с. пространство X = Gf К некомпактного типа. Если функ­
ция / на X такова, что (/ ° л) (g) = о (||g||_n) при достаточно большом п, 
то f С00(Х).

Теорема 3. Пусть А — 10(Х)-инвариантная подалгебра в С0(Х), об­
ладающая аппроксимативной единицей и ЯПСоо(-Х') плотно в А.

Тогда либо А = {0}, либо А — С0 (Х).
Доказательство сводится к доказательству плотности в Н спектра не­

которого инвариантного относительно сдвигов подпространства L в 
Ll (Н, dh), конструируемого из А |~| Соо (X) прп помощи интегрирования 
по орисферам. Плотность спектра, в свою очередь, следует из симметрич­
ности его относительно группы Вейля и обширности запаса мультиплика­
торов пространства L.

2. Как вытекает пз предыдущего пункта, инвариантные алгебры на 
р.с. пространствах некомпактного типа определяются своими сужениями 
на идеальную границу. Здесь мы рассмотрим инвариантные алгебры на 
эрмитовых симметрическпх пространствах (канонически реализованных 
как ограниченные симметрические области в Сп), для которых такая гра­
ница естественно определена.

Результаты этого пункта связаны с получением комплексно-многомер­
ных аналогов теорем типа теоремы Вермера (9) о максимальности алгеб­
ры граничных значений аналитических функций в круге.

Обозначим для произвольной области D cz С" через А (О)_ алгебру всех 
функций, голоморфных в Б и непрерывных в замыкании D области Б в 
расширенном пространстве Сп. Через А (дБ) обозначим сужение алгебры 
A (Б) на ее границу Шилова (остов) дБ.

Теорема 4. Пусть S = R" + IV—область Зигеля 1-го рода (У — 
однородный конус в R", не содержащий прямых), L(S) — группа аффинных 
преобразований области S, L(dS) =L(S) /gs — сужение L(S) на остов dS.

Для того чтобы алгебра A(dS) была максимальной в классе L(dS)-ин­
вариантных собственных подалгебр алгебры C(dS) (всех непрерывных 
функций на dS с swp-нормой), neodxoduMo и достаточно, чтобы на S не 
существовало нетривиальных L (S) -однородных аналитических расслоений.

Пусть теперь Б — канонически реализованная ограниченная симмет­
рическая область в С”, Б(Б) — группа аналитических автоморфизмов об­
ласти Б, G (дБ) — индуцируемая группа гомеоморфизмов остова дБ.
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Разложим D в прямое произведение D = Dt X ... X D# максимального 
числа попарно аналитически не эквивалентных областей. Для каждого 
набора {ii,..., ip, jt,..., jq} различных индексов этого разложения обо­
значим через А. . - г (3D) алгебру всех функций изЧ”-” гр, jl’-'-’Jq
C(dD), обладающих голоморфным продолжением по переменным Z’iE 
к = 1,..., р, и антиголоморфным продолжением по переменным 6= Dj;, 
I — 1,..., q (пустому набору индексов сопоставим алгебру C{dD) всех 
непрерывных функций на 3D).

Теорема 5. Все G{dD)-инвариантные, разделяющие точки на 3D 
подалгебры C{dD) исчерпываются алгебрами вида Ai,... г ....^(dD).

Если D неприводима, то всякая G{3D)-инвариантная подалгебра 
С (3D} совпадает с одной из следующих'. С {алгебра констант), A{dD), 
A{dD} {комплексно-сопряженная к A{dD) алгебра), С {3D).

В частности, А {3D) максимальна в классе G {dD)-инвариантных соб­
ственных подалгебр С {dD).

Последнее утверждение может рассматриваться как аналог одного ре­
зультата Е. А. Горина (8) для алгебры аналитических функций в полици­
линдре для случая, когда остов области не является группой.

Доказательство использует строение топологической границы ограни­
ченных симметрических областей — расслоение границы на компоненты — 
максимальные аналитические куски (13), а также теоремы 2 и 4. Частные 
случаи теоремы 5 доказаны в (“, 12).

Теорема 5 позволяет получать критерии голоморфной продолжимости 
непрерывной функции с остова в саму область. Продемонстрируем это на 
примере теоремы Севери для случая шара в С”.

Следствие 1. Пусть D — шар в Сп, f^Cl(3D) и df/\dzi/\... 
... Д dzn = 0. Тогда f е A {dD).

Доказательство. Пусть В — алгебра всех функций, удовлетво­
ряющих условию. Тогда В — G {3D) -инвариантна и ее равномерное за­
мыкание В~ не совпадает с С (3D) (это легко следует, например, из тео­
ремы Стокса, примененной к написанной выше дифференциальной форме 
и произвольной подобласти на сфере 3D с гладкой границей). Поскольку 
A (dD) с В~, то по теореме 5 В~ = A {dD) и f е А (3D).

Из теоремы 5 вытекают также следствия о равномерной аппроксима­
ции на остове. _

Следствие 2. Все G{dD)-инвариантные подалгебры С(D), разделяю­
щие точки на dD и содержащие ненулевую функцию из LP{D), исчерпы­
ваются алгебрами вида Со (D) + Atj,..„ ip, J,... ~j {dD).

3. Рассмотрим пространство Лобачевского, реализованное в виде еди­
ничного шара D„ cz С”. _

Теорема 6. Пусть А — G{Dn)-инвариантная подалгебра C{Dn), со­
держащая непостоянную голоморфную {антиголоморфную) функцию.

Тогда А совпадает с одной из следующих алгебр: A{Dn) {соответст­
венно A(Dn)), C0{D„) +A{Dn) (C0{Dn) + A(Dn)), C(Dn).

В основной своей части доказательство состоит в определении прост­
ранств максимальных идеалов инвариантных алгебр, содержащих A(D„), 
и использует теорему Е. Бишопа (14) об аналитической структуре прост­
ранства максимальных идеалов алгебры, порожденной дифференцируе­
мыми функциями на одномерном вещественном дифференцируемом мно­
гообразии.

В качестве непосредственного следствия приведем следующий приз­
нак голоморфности в Dn.

Следствие. Пусть Е — замкнутое подмножество в Dn, int (Е П Dn)
ф. Допустим, что функция f ef (D„) такова, что для любого аналити­

ческого автоморфизма g G{Dn) сужение f /gg(E) функции f на границу 
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множества g(E) есть след голоморфной в int (Dn Q g(E)) и непрерывной 
в g(Е) функции. Тогда f G A(D„).

Доказательство немедленно вытекает из теоремы 6, примененной к ал­
гебре А всех функций, удовлетворяющих условию.

Для случая плоскости Лобачевского, реализованной в виде единичного 
круга Dt в комплексной плоскости, условия на описываемый класс алгебр 
удается свести к минимальным.

Теорема 7. Пусть А — подалгебра в С (Di), инвариантная относи­
тельно конформных преобразований круга. Допустим, что А содержит не­
постоянную функцию, удовлетворяющую условию Гёлъдера в граничной 
точке.

Тогда А есть одна из следующих алгебр: A(D,), A(D,), Ca(Di) Д- 
+ A(Di),Ca(Di) + A (Di), C(Di).
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