
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 207, № 3

УДК 519.513 МАТЕМАТИКА

А. В. ПОТЕПУН

ОБОБЩЕННАЯ РЕГУЛЯРНОСТЬ К-ЛИНЕАЛОВ И СВОЙСТВА 
ПОРЯДКОВОЙ ТОПОЛОГИИ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 12 IV 1972)

При изучении свойств линейных структур (А-линеалов) п булевых ал­
гебр существенно используются различные топологии, определяемые упо­
рядочением. В данной статье рассматривается одна из них — (о)-топология 
(см. (*), стр. 46; (2), стр. 132). Результаты будут формулироваться только 
для А-линеалов, однако все они (с соответствующими изменениями в фор­
мулировках) верны и для булевых алгебр.

Определение 1. Пусть X — А-линеал. Направление {л-а}а=л, 
х., е X, называется (о)- сходящимся к пределу х е А, если в А' су­
ществуют направления и {zv}v(=r со свойствами:

1) Ы возрастает, {zv} убывает;
2) х = sup {уfi} = inf {zv};
3) для любых |jeB и ;•£ Г существует такое а0 е А, что ys ха =£7 
Zy при всех а а0 (см. (*), стр. 41).
Определение 2. Множество F <^Х называется замкнутым в 

(о) -топологии т°(А), если предел всякого (о)-сходящегося направле­
ния элементов из F также содержится в F.

О п р е д е л е н и е 3. А-линеал X называется регулярным, если X 
счетного типа и (о)-сходимость в X удовлетворяет «принципу диагонали»: 
если для п = 1, 2,... (т—>оо),то существует диагональная по­
следовательность хпг„п -^i-0 (п-> оо, тпД).

Замечание. В (*) и (3) для A-пространств даны другие определения 
регулярности, но, как доказано в (3), стр. 175, они равносильны определе­
нию 3.

О п р е д е л е н и е 4. Назовем А-линеал X обобщенно регуляр­
ным, если для любого множества A cz X его замыкание в (о)-топологии 
получается так:

А= {х <= Х\х = (о) — limха, ха А}.

Можно сформулировать аналог принципа диагонали и для структур не­
счетного типа (напомним, что типом А-линеала X называется кардиналь­
ное число t — верхняя грань мощностей ограниченных подмножеств X, со­
стоящих из попарно дизъюнктных элементов). Если t— тип А-липеала X, 
то обозначим через A(i) множество всех конечных подмножеств множест­
ва мощности t, упорядоченное по включению. Будем говорить, что в X 
выполнен обобщенный принцип диагонали, если из того, что 
для любого а е A(t) направление по р, р е A(i), следует существо-

(о) 
вание диагонального направления —>0 (индексы ра возрастают
по а).

1. Связь обобщенного принципа диагонали с обобщенной регулярностью 
ясна из следующей теоремы.

Теорема 1. а) Если в X выполнен обобщенный принцип диагонали, 
то X обобщенно регулярен', б) Если X — обобщенно регулярен и содержит 
ограниченное дизъюнктное подмножество мощности, равной типу X, то 
в X выполнен обобщенный принцип диагонали.

541



Если X счетного типа, то A (i) не является последовательностью и поэ­
тому обобщенный принцип диагонали формально отличается от обычного 
принципа диагонали. Однако верна следующая

Теорема 2. Если X счетного типа, то выполнение обобщенного прин­
ципа диагонали равносильно выполнению обычного принципа диагонали 
и обобщенная регулярность X равносильна его обычной регулярности *.

Пусть X — архимедов Tv-линеал. Обозначим через X его пополнение 
с помощью сечений.

Теорема 3. X обобщенно регулярен тогда и только тогда, когда этим 
же свойством обладает X.

Так как X естественно вкладывается в X, то в X можно рассматривать 
две топологии: т° (X) и т° (X) | х — индуцированную на X топологией т° (X). 
Легко доказать, что т°(Х) сильнее (в нестрогом смысле), чем т°(Х) |А-.

Теорема 4. Если X (или X) обобщенно регулярен, то т°(Х) = 
= Т°(Х)|х.

2. Пусть X — X-линеал (булева алгебра) и топология т0(Х) имеет счет­
ный базис окрестностей нуля. Таким свойством обладает, например, (о)- 
топология нормируемых булевых алгебр (см. (2), стр. 204) и Х2?-прост- 
ранств (('), стр. 209).

Теорема 5. Если, у т°(Х) есть счетный базис окрестностей нуля, то 
X регулярен.

Теорема 6. т°(Х) имеет счетный базис окрестностей нуля тогда 
и только тогда, когда т° (X) обладает этим свойством.

3. В этом пункте рассмотрим Х-линеал, в котором т° (X) обладает бази­
сом нормальных окрестностей нуля (нормальным называется мно­
жество Р ст X такое, что х Р и | у | | х | => у е Р. Если же X — булева
алгебра, то нормальным называется множество Р со свойством: х е Р 
и у л-' х у ft- Р). Нормальный базис, например, всегда существует в КВ- 
пространствах и нормируемых булевых алгебрах. Следующая теорема опи­
сывает довольно широкий класс Х-линеалов с базисом нормальных окрест­
ностей нуля, включающий класс ХХ-пространств.

Теорема 7. Если X обобщенно регулярен, то у т°(Х) существует ба­
зис нормальных окрестностей нуля.

Следующее предложение показывает, какова роль базиса нормальных 
окрестностей нуля при изучении (о)-топологии.

Предложение 1. Пусть X — архимедов К-линеал, операция сложе­
ния непрерывна в т°(Х) по совокупности переменных и т°(Х) обладает ба­
зисом нормальных окрестностей нуля.

Тогда (X, т°(Х)) —линейное топологическое пространство.
Для архимедова К-линеала, у которого (о)-топология обладает базисом 

нормальных окрестностей нуля, справедлива теорема, близкая к теореме 4.
Теорема 8. Если т°(Х) имеет базис нормальных окрестностей нуля, 

то т° (X) обладает этим же свойством и т" (X) = т° (X) | х.
4. Рассмотрим некоторое семейство {ХЕ}Еез Х-линеалов и декартово 

произведение |[ ХЕ этого семейства с покоординатным упорядочением
ЕеЕ

(также употребляется термин «полное соединение», см. (3), стр. 69). В нем 
можно рассматривать две топологии: (о)-топологию произведения и тихо­
новское произведение т°(ХЕ) (о)-топологий Х-линеалов семейства. 

Легко доказывается, что т° (П ХЕ) сильнее (нестрого), чем Пт°(ХЕ). Од- 

нако вообще говоря эти топологии не совпадают. Даже равенство т°(Х X

* Можно показать, что, например, все атомические булевы алгебры обобщенно 
регулярны.
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X X) = т°(Х) X т°(Х) справедливо лишь при выполнении некоторых дру­
гих полезных свойств топологии т° (X).

Теорема 9. Пусть X— К-линеал со свойством т°(Х X X) = т°(Х) X 
X т°(Х). Тогда: 1) топология Т°(Х’) хаусдорфова-.

2) если для любого и £ А ха уа, ха х, уа—>- у. то х у {пере­
ход к топологическому пределу в неравенствах};

3) операции V, Л, Л (X—симметрическая разность в булевой ал­
гебре) непрерывны в т1'(Х) по совокупности переменных.

Как известно, (о)-топология не всегда обладает свойствами 1)—3) 
(например, в булевой алгебре регулярных открытых множеств отрезка 
[О, 1] (о)-топология не хаусдорфова, см. (’'))• Из теоремы 9 следует, что
для этой булевой алгебры т° (X X X) строго сильнее, чем т° (X) X т° (X). 
Следующая теорема выделяет класс А-линеалов, в которых (о)-топология 
в произведении совпадает с тихоновской.

Теорема 10. Пусть {X,,} — конечное или счетное семейство К-линеа- 
лов и для любого п топология т°(Х„) имеет счетный базис окрестностей 
нуля. Тогда т° (II Х„) тоже имеет счетный базис окрестностей нуля и 

при этом. х° (П Хп) = П т° (Хп).
п п

Теорема 11. Пусть X — архимедов К-линеал {булева алгебра) и т°(Х) 
имеет счетный базис окрестностей нуля.

Тогда X — метризуемое линейное топологическое пространство (X — 
метризуемая топологическая группа по операции симметрической раз­
ности) в топологии т°(Х). При этом метрику можно выбрать монотонной: 
| х | X | у | => р (0, х) X р (0, у) для К-линеала и гХ у => р (0, х) X р (0, у) 
для булевой алгебры.

Приведем схему связей между изложенными выше результатами:

Здесь (С) означает существование счетного базиса окрестностей нуля 
у (о)-топологии, {R) — обобщенная регулярность, {N) — существование 
у (о) -топологии базиса нормальных окрестностей нуля.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 4 IV 1972
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