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В настоящей заметке исследуется вопрос о нётеровости оператора типа 
потенциала

(^Ф) И = - ф (У) аУ’ х е Q’ (!)

где 0 < а < 1, в качестве Q берется вся вещественная ось, ее конечный 
отрезок, полуось, совокупность полуосей и конечного числа отрезков. Функ­
ция с (ж, у) кусочно непрерывна на Q X Q с разрывами на диагонали у = х 
и на прямых у — ак, ак ей, к = 1.2,..., п. В случае, когда с(х, у) раз­
рывна только на диагонали, нётеровость оператора (1) из Лр(й) в про­
странство для Q= (—оо, оо) была показана С. Г. Самко в (*).
На конечном отрезке этот вопрос исследовался в работах (2) и (5). В на­
стоящей статье получены необходимые и достаточные условия нётеровости 
и вычислен индекс оператора К, действие которого рассматривается из ве­
сового пространства LV(Q, р) р-суммпруемых на Q функций в простран­
ство дробных интегралов Г' (LP [Q, pY) (см. п. J ). Заметим, что допущение 
у функции с (ж, у) разрыва на прямых у = а.. позволяет исследовать опе­
раторы типа потенциала «с конечным числом ядер»

" 3fe+1 С (’ )
(ZQcp) (ж) == —— 2 \ , " ’ ,1_а ф YJ) d'Y 2-’= U [а;;, «fe+11-

1 (а > «=1 д’, I J - УI k

Пусть at, ...,а„ — некоторые точки на Q, среди которых находятся 
концы всех интервалов, составляющих Q. Обозначим через FX(Q; щ,..., ап) 
класс функций с(х, у), удовлетворяющих следующим условиям:

1) с(х, у) кусочно непрерывна с разрывами первого рода на прямых 
у — ак, к = 1,2,..., п, и на диагонали у = х: с (х, у) = {и(х, у), я: > у; 
и(х, у), х < у}, а функции и(х) = и (х ~Y 0, х), v(x) = и(х — 0, х) кусоч­
но непрерывны на Q с точками разрыва ас,

2) имеет место условие Гёльдера вида

| и (хх, у) — и (х2, у) | <с М - +1 | х, [)>• ’

где константа М не зависит от у. Аналогичное неравенство должно выпол­
няться для функции v(x, у) при х,,х,^ у.

Кроме этих двух условий в случае, когда в Q входят две полуоси, не 
имеющие общих точек (кроме бесконечно удаленной), мы введем еще усло­
вие склеивания значений функций и(х, у), v(x, у) на бесконечности:

3) w(oo, —оо) = р(— оо, —оо); и (оо, оо) = и ( — оо, оо), 
которое следует понимать в следующем смысле: для функций 
|n(z, y)-z;(g, у) |, g < у, и |a-(g, y)-v(x, у)|, g>y, по любому е>0 
найдется такое число .V, не зависящее от g, что при х > N, у <2 —N 
\и{х, у) - r(g, у) | < г. а при х < -.V, у > A |w(g, у) - v(x, у) ’ < s.
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Далее, пусть Q — [а, Ь], —оо я < Z оо. Введем операторы дроб­
ного интегрирования

(^+ф) И = 1 ф (t) dt
Г (a) J (х '

ф;) =
ь

1 (* ф (?) dt

* В необходимой части формулировки теоремы под г понимается любое число из 
указанного промежутка, в достаточной части — какое-нибудь одно число.

г («) J (? — £)1_а (2)

и дробного дифференцирования

с / (т) - / (?) 
? (х — /)1+а

dt, (/£/)(*)- « С / <т) — ! (О Ги 
г (1 - а) (? - 1)1+а

(В последних равенствах при хбД Q полагается /(а:) = 0 и сходимость ин­
тегралов понимается в метрике L,. (Q) при некоторых г > 1.)

1°. Пусть Q = [а, — конечный отрезок, а,,а„ — некоторые фик-
п

сированные точки на [а, Ь], а -- а -p . . . <Д а:1 = 6, р (а?) = [J | х — ak | /г,
к=1

ар — 1 < СС1, а„ < р — 1; - 1 < а*  < р — 1, к = 2,..., п — 1;
1 < р < оо. (3)

Через Ia(Lp (Q. p)) будем обозначать область значений операторов (2) 
(при выполнении условий (3) области Za+“(Lp(Q,p)), /0^а(Лр(й, р)) совпа­
дают (ср. (‘, 3)). Описание этих областей для конечного отрезка дает

Теорема 1. Для того чтобы функция f была представима в виде 
п

f ~ (/ = Za_“cp), среЛр(Й, р), р(ж) = [| —1 < ah <
J;=t

< р — 1, к = 1. 2. ..., п, 1 < р < оо, необходимо и достаточно выполне­
ния следующих условий'.

1) /GELr(Q), где 1<г<ппп^р, j ;

2) в Lp(Q,p) существует предел

А (а:) С / О) - / (?)
3 (х — ?)1+а

dtlini 
£-><!

а
Г (1 — а)

р-р-
(вне Q полагаем / = 0). Если эти условия выполнены, то ф(.г) = А(х).

Для пространства L,,( — оо, оо) аналогичная теорема, дающая описание 
областей значений дробных интегралов, была получена в (*).  На конечном 
отрезке для пространства Lp(a, Ъ) этот результат был установлен в (5).

Пространство Ia(Lp(Q, р)) банахово относительно норм ll/lh — 
= ₽)•, ll/IL = p). Исследование оператора (1) на
нётеровость из LP(Q, р) в Z“(LP(Q, р)) проводится по той же схеме, что и 
в (‘): оператор К представляется в виде К = Ia+ara~lNra + Т, где га(х) — 
= (х — а)а, N — сингулярный интегральный оператор с ядром Коши, Т — 
вполне непрерывный оператор. Применяя к оператору N результаты 
II. Ц. Гохберга и Н. Я. Крупника ('*),  получаем следующую основную тео­
рему.
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Теорема 2. Пусть с(х, у) е FX(Q; щ,. . . , а„), где X > а. Для того 
чтобы оператор К был нётеровым из LP(Q, р) в Ia(Lp(Q, р)), необходимо 
и достаточно выполнения следующих условий'.

1) inf | и(х) + и(х) e~iai< | > 0, х eQ;
2) функция

■' ». (.г) Ц- V ( И ё1ак
G (х) (И + V (х) е~т~ 

( 1,

х -с= Q;

X Ez [— эо, оо] \

является ы-неособенной (4), где ю = (р, а, — ар, а2,. .. , а„). При выпол­
нении этих условий индекс оператора К равен a-индексу (4) функции G(x).

Формулу для индекса можно также записать в терминах скачков аргу­
мента функции G(x).

Рассмотрим теперь случаи, когда Q является полуосью, например, 
£2= (—оо,а). Положим

п
р(а:) == (1 -г П|ж — Ял-ГА’> (4)

k^L

ар — 1 ж 2<л- и’,<1Р— 1; —1 ak Р — 1, А’1, 2, . . к — 1. (5)

Пространство Z“(ZP(Q,,о)) при этих условиях определяется по тому же 
принципу, что и на конечном отрезке. Этот случай сводится к предыдуще­
му заменой Xi = 1 / (.г — а — Й), где 6 > 0. Необходимые и достаточные 
условия нётеровостп оператора К дает теорема 2, в которой вектор со имеет 
вид

п
« {р, Y-г 2 “/■>’ «1, • • ап — ар}.

k=i 1
Если совпадает со всей вещественной прямой и вес р(х) имеет 

вид (4), то критерий нётеровостп оператора К получается тем же мето­
дом, что и в (*):  оператор К представляется в впде К - 1а+аВ~1ПВ -j- Т.

1 —t
где (2?ф) (0 = (i+ 1)_‘ф(iтур-), А7 — сингулярный интегральный опера­
тор с ядром Коши на единичной окружности. Т — вполне непрерывный 
оператор. Формулируются условия нётеровостп так же, как и в теореме 2, 

п
где со = (р, р — 2 — у — 2 “с, Oi,... , а,,).

К=1
В случае, когда р(х) — (1 +|ж|)’’, ар — 1 < у < р — 1, и функции 

и(.г), и(х) удовлетворяют на всей осп условию Гёльдера порядка X > а, 
для оператора К удается построить ограниченный регуляризатор. Он имеет 
вид

где
иДх} — и(х} [и2(х) + и2(х) + 2u(x)v(x) cos

и, (х) = v(x) [и2(х) + v2(x) + 2и(х) v (х) cos ал]-*.
2". Рассмотрим отдельно случай, когда Q состоит из двух полуосей, для 

которых бесконечно удаленная точка является единственной общей точ­
кой: О — Qi U £22, где Qi = ( — сю, а), й2 = (Ь, оо), а < Ь. Вес р(я:) опре- 

п
деляется формулой (4), где ар — 1 < у + 2 «л, ««+i < р — 1;

— 1 < оц < р — 1, к = 1,2,..., п. Здесь через am, an+i обозначены те по- 
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'■ •затели степеней, которые соответствуют точкам ат = а п a,„J,l = b. 
Пусть /,(#) есть сужение функции j{x), заданной на Q, на множество Q,, 
= 1,2. Будем говорить, что /(z) eZa(Zp(Q, р)), если /.(ж) <=/''( АДО,. р)). 
Пространство Z“(LP(Q, р)) банахово относительно нормы

11/11 = Нш-/||ьр(Ж р),
гое

а [ Iih+fi, х Qx,
П+ [l£+h,

Преобразование g = (6— а) / (2х— Ъ — а) переводит множество Q 
в отрезок Q — [ — 1, 1], а функцию с(ж, у) класса Vl(Q; — ос, ah.... а,„ со) 
в функцию с(£, ц) класса Vх(Q, —1, . . ., at, 0, ап, . . ., а„. ■>, 1), где точ­
ки ак соответствуют точкам ап, а точка 0_—бесконечно удаленной точке. 
Оператор К представляется в виде К = NiKNz, где

(Лрср) (ж) = Ъ — а
2х — b — а

li-а / Ъ — а \
I \ 2т - & - а ) ;

= -ИН (тП
Q

i-ao-2rr ( b — а
5 т I зу

Ъ а \

Оператор Л/> гомеоморфпо отображает LP(Q, р) на ЛР(Й, р), где р(£) = 
п л

= IВ |₽ П | ё — Ял | % ₽ — Р + ар — 2 — у — 3 сц, ар — 1 < |3 < р — 1, 
Л=1 J=1

а оператор Л\ гомеоморфно отображает Ia(Lp(£l, р)) на Za(LP(fi, р)).
Таким образом, нётеровость оператора К эквивалентна нётеровости опе­

ратора К. Условия нётеровости дает теорема 2, в которой вектор со имеет 
вид (0 = (р, Р, G1,. .., а„, — ар, am+i, .... а„).

В заключение выражаю искреннюю благодарность С. Г. Самко за руко­
водство работой.
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20III 1972
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