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Пусть Е и F— метрические пространства, K(F)—множество всех 
замкнутых подмножеств пространства F. Отображение <р: E-’-K(F) назы­
вается многозначным отображением Е в F-. ф называется полунепрерывным 
сверху (5), если множество ф(ж) с б?} открыто в Е для каждого
открытого множества GcF. Это определение совпадает с обычным опре­
делением непрерывности, если ср однозначно. Нетрудно также показать, 
что если <р (я) i и компактно для любого х е Е, то ср полунепрерывно 
сверху тогда и только тогда, когда из условия {хп}сЕ, х<ееЕ, xn->-xt 
yn^.q>(xn) всегда следует, что последовательность {у„} имеет предельную 
точку у е ср (х).

Пусть М — множество в Е. Многозначное отображение Тм, которое каж­
дой точке х е Е ставит в соответствие множество Тм(х) = 
= {у е М-. р(х,у) = р(х,М)}, называется метрической проекцией Е на 
М (4). М называется множеством существования (‘), или проксиминаль- 
ным множеством (proximinal) (2), если TSI(z) ф для любого х~Е, 
и чебышевским (‘), если Тц(х) одноточечно для любого х е Е.

Пусть X — линейное нормированное пространство (л.н.п.), X*  — его со­
пряженное и L — замкнутое подпространство в X. Фактор-пространство- 
X / L в этом случае также л.н.п. с нормой ■'х;| = inf {||х + у\\: y^L}, 
x = x-\-L^X/L. Рассмотрим на X следующую преднорму, ассоциирован­
ную с подпространством L:

IHx-l = sup {|/(z) H/Ц 1,/eL-},
где LL = {/ е X*:  f(y~) = 0 Ху е L}. С помощью теоремы Хана — Бана­
ха нетрудно показать, что для любого х е X

Ыи- = max {|/(ж) I: ||/|| = 1, / е L-} = р(х, L) = Ы, (1) 
где х = х + L^X/L.

Теорема 1. Пусть X — л.н.п. и L—замкнутое подпространство в X. 
Тогда для того чтобы метрическая проекция TL была полунепрерывна 

сверху, необходимо, чтобы множество TL(x) было либо пусто, либо ком­
пактно для любого хеХ. В частности, если L проксиминально, то TL(x) 
должно быть компактным для любого х еХ.

Доказательство. Пусть еХ, TL (г,Д #= ф и некомпактно. Тогда 
TL(x0) является ограниченным замкнутым выпуклым множеством в л.н.п. 
L и, как нетрудно видеть, каждая точка у ^Т; (xF) содержится в некото­
ром интервале с концами, принадлежащими границе множества 7\(z0) 
в L. Из этого замечания легко вытекает, что граница множества Т.„ (хф) 
в L также некомпактна и, значит, содержит последовательность {р„}, из 
которой нельзя выделить сходящуюся подпоследовательность. Так как 
{у„} принадлежит границе множества TL(x0) в L, то найдется последова­
тельность {z„} cz L с ||у„ — z„|| 0, TL(x0), п = 1,2,..., которая, так
же как {уя}, не имеет предельной точки. Пользуясь замкнутостью мно-
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жеств {zn}, TL(x0) в L и нормальностью л.н.п. L, найдем такое открытое 
в L множество G, что 7\(.Го) сби zn$= G, п = 1,2,... Предположим 
теперь, что отображение TL полунепрерывно сверху. Тогда множество 
{.г: Tt(z) er G} открыто, содержит х0 и хп = х0 + z„ — уп-^ х0. Поэтому 
zn ее TL(xn) cz G при п > N, что невозможно. Теорема доказана.

Заметим, что проксиминальность подпространства L не является необ­
ходимой для полунепрерывности сверху метрической проекции TL. Так, 
например, в любом нерефлексивном банаховом пространстве существует 
пепроксимпнальное замкнутое гиперподпространство, на которое, очевид­
но, метрическая проекция полунепрерывна сверху.

Теорема 2. Пусть X — л.н.п., L ■— его проксиминалъное подпростран­
ство и L" = {х е X: 0 е Ть(ж)}.

Тогда, для того чтобы метрическая проекция Ть была полунепрерывна 
сверху, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее условие: 
Х{хг},Хх ({х,} cz L", х L'1, \\хп — z||l_l -> 0) => {хп} имеет предель­
ную точку.

Для доказательства теоремы 2 нам понадобится один результат И. Зин­
гера (6), теорема (В).

Теорема. Пусть X — л.н.п., L — его подпространство и х е X.
Тогда для любого числа е>0 существует уе^Х такой, что f(y?) = 

= f(x) для всех / е LX u 1Ы11Д- + е.
Приступим к доказательству теоремы 2.
Необходимость. Пусть {хп} cz IT, х0 е IT и ||^n —^oIIl-l->O. Тог­

да, в силу теоремы И. Зингера, существует последовательность {у,,} с X 
такая, что

Хо), 11у„11 Hay — ZoIIl-l + 1 / п (2)

для всех / е L1 и и = 1,2,... Из (2) следует, что

уп '—■ + Хо ЕЕ TL (х0 уп), Уп~^0, хо-}-уп-^-Ха. (3)

По предположению, отображение TL полунепрерывно сверху, поэтому, 
в силу теоремы 1, TL(x) компактно для любого гЕ.У. В этом случае из 
(3) и полунепрерывности сверху TL вытекает, что последовательность 
{уп— хп-}-х0}, а значит, и {хп} имеет предельную точку.

Достаточность. Пусть выполнено условие, фигурирующее в теоре­
ме 2, [хп] cz X, х е X, уп е TL(xn), п = 1, 2,..., и хп-+х. Не нарушая 
общности, можно считать, что х е IT. Тогда, очевидно, z„ = хп — уп е L", 
х е L0 и, так как {уп} е L, имеем ||z„. — x||lj. = ||z„ — z||||z„ — z||->-0. 
Следовательно, последовательность {z„}, а значит, и {y„} имеет предель­
ную точку. Нетрудно убедиться, что все предельные точки последователь­
ности {у„} принадлежат множеству TL(x).

Таким образом, мы доказали утверждение: V{z,J, Vx, ¥{уД 
({z,J cz X, х е X, хп^-х,уп TL(xn)) => {уп} имеет предельную точку 
у i= TL (х); это утверждение, очевидно, влечет полунепрерывность сверху 
отображения TL. Теорема 2 доказана.

3 амечание 1. В силу равенства (1) имеем

({х„} cL‘, х^ IT) ~ (HxJiA = IlzJi, INL-J- = IWI),

(||z„ — z||l_l ->-0) ~ (p(zn — x, L) -»-0) ~ (||z„ —z|| 0),

где xn = xn + L e XI L, x = x ~T L X / L.
Замечание 2. Условие, фигурирующее в теореме 2, равносильно 

следующему: v{zJ, Ух ({хДсХ, х^Х, ||х„||^Д- = ||xj = ||x||l-L = 
= j|x|| = 1, хп + L ->■ х + L) => {xn} имеет предельную точку.

Из теоремы 2 непосредственно вытекает
Теорема 3. Пусть X — л.н.п. и L — чебышевское подпространство 

вХ.
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Тогда следующие утверждения эквивалентны:
а) метрическая проекция Тъ непрерывна’,
б) V{z„}, Vx ({хп} L°, ||z„ — xjL-L -*  0) -> я;

* Множество в л.н.п. X называется ограниченно компактным, если его пересече­
ние с любым замкнутым шаром компактно в себе.

в) v{iCn}, х^Х, !|z JL±= ||zj == |ЫМ = 1И1 = !,■
хп + L -> х + L) => хп-+ х;

г) на множестве L° топология, индуцируемая преднормой II^IL-L, и то­
пология, индуцируемая нормой л.н.п. X, совпадают.

Если подпространство L имеет конечную фактор-размерность, то из 
теорем 2 и 3 легко вытекает более простая

Теорема 4. Пусть X — л.н.п. и L — его проксиминалъное (соответст­
венно чебышевское') подпространство конечной фактор-размерности.

Тогда, для того чтобы метрическая проекция Т1: была полунепрерывна 
сверху (соответственно непрерывна), необходимо и достаточно, чтобы 
множество L° было ограниченно компактно *.

Для чебышевского подпространства эта теорема была получена другим 
методом Чини и Вулбертом (7), предложение 10, а для проксиминального 
подпространства, в преположении компактности TL(x), для любого 
х е X — Моррисом (8), теорема 2.

Замечание 3. Пусть L—проксиминалъное подпространство в л.н.п. 
X, у которого множество L" ограниченно компактно. Тогда L имеет конеч­
ную фактор-размерность.

Замечание 4. В теоремах 2, 3, 4 мы предполагали подпространство 
L проксиминальным или чебышевским. Полная характеристика таких под­
пространств в произвольном л.н.п. дана И. Зингером (6). А. Л. Гаркави 
(3) получил такую характеристику (в более эффективной форме) для 
класса фактор-рефлексивных подпространств, который, в частности, со­
держит все подпространства конечной фактор-размерности.

Замечание 5. Все результаты, опубликованные нами в (9), легко 
могут быть получены с помощью теорем 1 — 4 и методов, примененных 
при их доказательствах.

П ример. Рассмотрим в пространстве Z2 вещественных числовых по­
следовательностей х = {gj, суммируемых с квадратом, следующую норму, 
эквивалентную исходной:

оо
h||s' = inf{|Z|: S' = [ П TEJOSo,

п=з

оо 2
VEn = Snri(-Sn), So= e=Z2:

{x CZ ^2*  II Уп I)

Уп = ([!-«„] V1 - iM [1 - MJ 0,..., 0,4,0,...) ,

________________ 1_______________
1 - l/(nm) — /(Пл / m2

Пусть X— пространство Z2 с нормой Hulls’ и L = {x = {gj e Z2;
=0, i = 1, 2}. Тогда X рефлексивно, строго выпукло и L — чебышевское 

подпространство фактор-размерности 2 в X. Положим для п > 3

хп = [V1 - 1/п\ 4 , о,..., 0, 4,0,..
'---------------- '

п
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Нетрудно убедиться, что последовательность ограничена и не­
компактна. Значит, в силу теоремы 4, метрическая проекция TL разрывна.
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