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В этой работе рассматриваются псевдодифференциальные операторы 
в Вл, заданные вейлевским символом. Обычные условия гладкости, нала­
гаемые па символ, заменены здесь некоторым не использованным ранее 
условием, означающим, что символ мало отличается на бесконечности от 
своего усреднения.

1. Пусть а(х, g) —измеримая комплекснозначная функция на Rd* X 
X R.n. Такой функции мы будем сопоставлять оператор а в L2(R") (вообще 
говоря, неограниченный) по формуле

(<Ч И *= 5 а *>и (у) dy

В этом случае говорят, что а (х, g) есть вейлевский или симметричный сим­
вол оператора а.

Введем оператор G гауссовского усреднения символов:

(Ga) (z, g) = e-2[(^T+(^')!]a (z'Д')
я J

Будем в дальнейшем рассматривать символы а(х, g), удовлетворяющие 
одному из трех следующих ограничений:

\а(хА)\<М, (z, l)GR!ixRy (1)

а(а?Л)-*0 при |.г| +->+°°; (2)

существует такое целое N > 0, что

[(l-CfejEnKxB (3)

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1) и (3).
Тогда оператор а ограничен в L2 (R”).
Обратно, если оператор а ограничен, то его символ а(х, |) ограничен 

тогда и только тогда, когда ограничена функция (1 — G)';a.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (2) и (3).
Тогда оператор а вполне непрерывен в L2(R").
Обратно, если а вполне непрерывен, то условие (2) выполняется для 

а(х, |) тогда и только тогда, когда оно выполняется для (1 — G)Na.
Теорема 3. Если выполнено условие (1), то оператор а ограничен 

тогда и только тогда, когда при некотором целом А 3^ 0 ограничен опера­
тор с вейлевским символом (1 — G)Na.

551



Теорема 4. Если выполнено условие (2), то оператор а вполне не­
прерывен тогда и только тогда, когда при некотором целом N 0 вполне 
непрерывен оператор с вейлевским символом (1 — G)Na.

2. Доказательство теорем 1 — 4. Мы выведем теоремы 1 — 4 из 
результатов Ф. А. Березина о виковских и антивиковских символах опе­
раторов (см. (*)), а также из принадлежащего В. Л. Ройтбурду (2) заме­
чания о связи этих символов с символом Вейля. Это замечание состоит 
в том, что оператор с антивиковским символом а(х, £) имеет символ Вей­
ля, равный (Ga) (х, g), а оператор с символом Вейля а(х, £) имеет виков- 
ский символ (Ga) (х, |). Из свойств антивиковского и виковского симво­
лов мы будем использовать следующие (см. (*)):

если антивиковскип символ ограничен, то и оператор ограничен;
если антивиковский символ стремится к 0 при | х | + | с | -»- + °°, то опе­

ратор вполне непрерывен;
если оператор ограничен, то его виковский символ ограничен;
если оператор вполне непрерывен, то его виковский символ стремится 

к 0 при | х | + | с |
Наконец, нам понадобится тот факт, что норма Гильберта — Шмидта 

оператора с вейлевским символом а(х, |) равна норме функции а(х, д) 
в//(R/XRf) (см., например, (3)).

Перейдем к доказательству теорем 1—4. Заметим, что из (1) вытека­
ет, что оператор с антивиковским символом а(х, g) или, что то же самое, 
с вейлевским символом (Ga) (х, g) ограничен. Поэтому оператор а огра­
ничен тогда и только тогда, когда ограничен оператор с вейлевским сим­
волом (1 — G)a. Повторяя это рассуждение, мы получим, что при условии 
(1) ограниченность а равносильна ограниченности оператора с вейлевским 
символом (1—G)Na. Теорема 3 доказана. Аналогично доказывается тео­
рема 4.

Пусть теперь выполнено условие (3). Это условие означает, что опе­
ратор с вейлевским символом (1 — G)xa является оператором Гильбер­
та — Шмидта, а значит, ограничен и вполне непрерывен. Поэтому, если 
дополнительно выполнено условие (1), то а ограничен в силу теоремы 3. 
Пусть, наоборот, оператор а ограничен. Тогда его виковский символ Ga 
ограничен. Аналогично, если оператор а вполне непрерывен, то (Ga) (х, g) 
стремится к 0 при |ж| + |g| + °°. Поэтому разность а— (1 — G)Na огра­
ничена (соответственно стремится к 0). Отсюда уже вытекают теоремы 
1 п 2.

3. Обозначим через Gpm (m — действительное число, р > 0) класс сим­
волов а(х, g), удовлетворяющих оценкам

д^а(х, 1)\^С<* (1 + И

этот класс был введен и изучен в работе (4).
Предложение 1. Если а е Gpm, то (1 — G) ка е G™'-Vp. 
Доказательство. Достаточно, разумеется, проверить, что

(1 — G)a^G™~p. Введем обозначение у = (х, g). Тогда имеем

[(1 — G) а] (г/) = ДД е-2|и-УТ [а (у) — а (?/)] dy'-
JT t)

[5* (1 — G)] (г/) = ДД [дууе 2|“ ] [а (у) — а (у')] dy'
ТС v

e-2|V-yT дуа (у) dy' = _2С е 2|v v'p [(dYa) (y’)]dy = I
Л J
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(здесь использован тот факт, что 5/e_2lv_"'12 = (—l)lvldy-ve_2lv_,;’'2 и произ­
ведено интегрирование по частям).

Разобьем интеграл I в сумму двух: I = Л + Z2, где

Л = • • • dy', Z2 = J ... dy'
)И— У')<1У|/2 Ju—y:j>|y)/2

(подынтегральная функция в Д и /2 одна и та же и равна подынтеграль­
ной функции в интеграле I).

Заметим, что для Z2 в силу быстрого убывания экспоненты выполнена 
оценка

|Д(у) | Ся(1 + ]y|)~w, N любое.
Оценим h:

e-w|s|(dYa)(y)-(5Ya)(y')|dy'<
<1У|/2

2п
< Jr J е-2!у-у'Р 2 I dv+e’ а (у + 0,- (у, у') (у' - у)) | dy', 

|У—У'К|У|/2 ^=1

где 0=С 0Ду, у') < 1, е, = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (единица на J-м месте). 
Заметим теперь, что из | у — у' | */2| у | вытекает

‘Alyl^ly + 0;(у, у') (у' — у) | ^3/2|у|.
Поэтому

1Л | < 4 е^Су (1 + I у dy' < Су (1 4- I у |Г₽С№1) ,
л <)

|у—V'Klvl/2

что и требовалось. Предложение 1 доказано.
Предложение 1 показывает, что к символам класса Gp™ применима вся 

изложенная теория. В частности, оператор с вейлевским символом клас­
са Gpm ограничен тогда и только тогда, когда ограничен его символ, и впол­
не непрерывен тогда и только тогда, когда символ стремится к 0 при |#| + 
+ |g| оо. Разумеется, это может быть доказано обычными методами тео­
рии псевдодифференциальных операторов. В доказательстве предложе­
ния 1 имеется очевидная аналогия с обычным доказательством ограничен­
ности Кона и Ниренберга (см. (5)). Мы привели здесь это рассуждение, 
чтобы показать, каким образом оценки производных символа связаны с 
требованием (3).
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