
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 207, № 3

УДК 519.21 МАТЕМАТИКА

В. М. ШУРЕНКОВ

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ
С ИММИГРАЦИЕЙ, УПРАВЛЯЕМОЙ КОНЕЧНОЙ ЦЕПЬЮ МАРКОВА

(Представлено академиком В. М. Глушковым 30 III 1972)

Пусть (£(7), 7>0)—однородная цепь Маркова с конечным числом 
состояний {1, 2,..., тп} и матрицей переходных вероятностей

Р(Ц = Ы01Х,..,™,
РоЦ) =P{C(s + O =J [£($) =i}.

Обозначим
(7 = lim J_ [p (t)'— E]\— || qi} Ik, J=1....m,

E — единичная матрица.
Рассмотрим стохастически непрерывный двумерный марковский про­

цесс (£(/), §Ц)), где %(t) >0. Будем говорить, что (£(7), £(/)) — ветвя­
щийся процесс с иммиграцией, управляемой цепью Маркова £(7), если

Ж(0 =/, е-ХЕ(1)|?(0) =2, 1(0) =х] = e_xK(t’x,<pw(7, X), 
где

К (7, X) = а (7) X J (1 — e_Az) П (7, dz), (1)
о

а (7) > 0, мера П(7, dz) такова, что
оо

5 тууП^’^Х00-
о

Введем в рассмотрение матрицу

Ф(*,Х) = ||фц(7, X)||iij=1.....m.

Из уравнения Колмогорова — Чепмена легко получить
A(7 + s, X) =А(7, A(s, X)),

Ф(7 + $, X) =Ф(7, K(s, Х))Ф($, X).

В (‘) доказано, что K(t, X) — дифференцируемая функция по I и удов­
летворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

~K(t,K) = H(K(t,X)), К (0, А)==А, (2)

где
Н (X) = «X - 6Х2 ф ^1 - П (dz),

о
b 5* 0, мера П такова, что

оо

5 Тр^Н^Х00-
о
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(3)



Известно (см., например, (2)), что уравнение (2) имеет единственное 
решение, имеющее вид (1), тогда и только тогда, когда для всякого е>0 
интеграл

(4)

расходится. В дальнейшем будем предполагать условие (4) выполненным. 
Теорема 1. Матрица Ф (/, X) дифференцируема по t при X > О и удов­

летворяет матричному дифференциальному уравнению

0Ф(£,Х) /di = T(^(i, Х))Ф(£, X), Ф(0, Х)=£, (5)
где

Т(Х) ==шхж^.....™,
оо

О
оо

$ ^(dzXl, i=f=j; (6)
О

оо

Ж (k) = Qu — Ci — d.,X — $ (1 — е~?'2) Si(dz),
о 

с{ > 0, di > 0;
мера Si такова, что

оа

о

Теорема 2. Для всякой однородной цепи Маркова £(Z), определяемой 
матрицей Q, функции Я(Х), имеющей вид (3), и матрицы Т(Х), имеющей 
вид (6), существует единственный стохастически непрерывный ветвя­
щийся процесс с иммиграцией, управляемой цепью Маркова (£(£), 5(0) 
такой, что выполняются соотношения (2), (5). Для выполнения равенства

Р{Ц1) <оо} = 1

необходимо и достаточно, чтобы
lim Т" (X) = Q.
Х-0

Предположим, что
lim Y (X) = Q,
Х-Н)

<? = -Т'(0) <~, ц = Л/(0)<“.

Предположим также, что существует предел
limP(i) = Р>0.
t-—*оо

Т е о р е м а 3. Если и < 0, то существует предел
ИтФ(£, X) = Ф(Х).
I—*оо

Матрица Ф(Х) удовлетворяет дифференциальному уравнению

Ф'(Х)Я(Х) +Ф(Х)Т(Х) =0,

Ф(0) =Р.
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Теорема 4, Если р — 0, о = — ЧъН"(0) < °°, то
у Е(О -irt, CuiМ[е * |5(0) = j]----- (1+бХ) ’ (P’ \

i—*?Q

где p — вектор-строка матрицы P, и — вектор, состоящий из одних единиц. 
Теорема 5. Если р, > 0, Я"(0) > —<», ^"(О) < то при 1-+ °° и при 

условии ^(О) = i случайная величина e^^t) сходится в среднем квадрати­
ческом. Существует предел

lira Ф (t, e-V^E) = Ф (Z).
f—*оо

Матрица Ф (X) удовлетворяет дифференциальному уравнению

ф'(Х) = ±-Т(£(Х))Ф(Ч

Ф(0)=Р,
где !>(%) — решение дифференциального уравнения

L(0)=0.
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