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1. Пространства Р”(А) и Р”(А). Пусть А — произвольное конеч­
ное коммутативное кольцо с единицей, А*  — мультипликативная группа 
обратимых элементов кольца А.

Рассмотрим (п + 1)-мерное векторное пространство A'"+i пад А. Пусть 
с А"+1 — подмножество всех векторов х = (ад, . .. , т„+1) таких, что 

идеал, порожденный ад, . . ., хп+1, равен А. Отождествим между собой век­
торы из Mn+l, различающиеся множителями А ) полученное множест­
во обозначим через Р"(А) и назовем /z-мерным проектным пространством 
над А.

Аналогично, пусть (An+i)'= Hom(A'i~i, А) —векторное пространство, 
сопряженное An+1, Mn+i — подмножество векторов g = (g1, ..., g"+1) пз 
(А'*" 1)' таких, что идеал в А, порожденный "А, . . ., g'1+1, равен А. Отожде­
ствляя векторы из Mn+i, различающиеся множителем X е А", получим мно­
жество, которое обозначим через Prt(A).

Множество Р'!(А) имеет следующую интерпретацию. Назовем элемен­
ты g = (g1, . . ., gn+1) еР"(4) и х = (ад, . . ., a:nvl) <= Р’(А) инцидентными, 
если <g, х) =^Х1+ ... + g"+1z„+1 = 0. Множество элементов геР"(А), 
инцидентных g е Р"(А), назовем гиперплоскостью, отвечающей Нетруд­
но убедиться, что различным g отвечают различные гиперплоскости. По­
этому Р'“(А) можно интерпретировать как множество гиперплоскостей в 
РП(А).

В пространствах Р"(А) и РГ'(А) естественным образом определяется 
действие группы Gn+i=GL(n+l, А). Группа G?_i действует в Р"(А) и 
Р’!(А) транзитивно; это вытекает пз следующего утверждения.

Лемма 1. Два вектора х = Щ,, . . ., п х' = (х/, .. ., x'n+i) из
Ап+‘ принадлежат одной и той же орбите группы Gn+l, тогда и только 
тогда, когда совпадают идеалы в А, порожденные соответственно

Очевидно, что отношение инцидентности инвариантно относительно 
действия группы Gn+i в Р"(А) X Р"(А).

2. Преобразование Радона в Р"(А). Пусть Sn, 8п — прост­
ранства функций соответственно на Р"(А) и Р"(А) со значениями в фик­
сированном поле А характеристики 0. При п > 1 определим линейное отоб­
ражение L: Sn -+ Sn по формуле

(А/)(ё) = <Р(ё)= 2 /И (1)
<£, х>=0

(т. е. сумма берется по всем теРп(/1), инцидентным g). Отображение L 
назовем преобразованием Радона в пространстве РП(А). В данной статье 
будет установлен следующий результат.

Теорема 1. Преобразование Радона L: Sn8п биективно тогда и 
только тогда, когда А — кольцо главных идеалов (г. е. все идеалы в А 
главные).
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Кроме того, для случая кольца главных идеалов будет построено обрат­
ное отображение L~l (теорема 2).

Сначала сведем доказательство теоремы к случаю, когда кольцо А не­
разложимо в прямую сумму подколец. Предположим, что А = At® ... ® Ah. 
Обозначим через S" и 8? подпространства функций на Р"(Л,) и РЯ(И() 
соответственно и через Li — преобразование Радона в РП(Л,), 1 "С i -л к.

Л е м м а 2. Имеют место естественные изоморфизмы-.
Р"(4) Х...ХР"(А), РП(Л) ^РП(Л.) X . . . X РП(Л),

Sn^Sn1®...®Snk, sn^®...®snk.

При этом преобразованию Радона L: Sn ->• 8п соответствует преобразо­
вание Li® ... ® Lh-. Sin ® ... ® Shn -+ Ss® ... ® 8кп.

Из леммы 2 вытекает, что L биективно тогда и только тогда, когда би­
ективны все Li. Следовательно, если теорема 1 справедлива для колец, не 
разложимых в прямую сумму, то она справедлива для любых колец.

С этого момента мы будем рассматривать только кольца А, не разло­
жимые в прямую сумму подколец.

3. Преобразование Радона в случае, когда А — коль­
цо главных идеалов. Здесь мы докажем первое утвержденпе тео­
ремы 1: если А — кольцо главных идеалов, то преобразование Радона в 
РП(Л) биективно.

Опишем орбиты группы Gn+i в пространствах Р"(Я)ХР"(Л) и Р"(Л)Х 
ХРП(Л).

Лемма 3. Если А — кольцо главных идеалов, то на каждой орбите 
группы Gn+l в Р"(Л) X Рп (А) имеется пара (х°, у), где xv = (0, . . . , 0, 1), 
у = (0, ..., О, а, 1). При этом две пары (а;0, у) и (х'!, у'), где у - 
= (0, . . . , 0, а, 1), у' = (0, ..., 0, а', 1), принадлежат одной и той же орби­
те тогда и только тогда, когда совпадают идеалы в А, порожденные соот­
ветственно элементами а и а'.

Лемма 4. Две пары (g, х), (,^,',х') в Р"(Л)ХР"(Л) принадлежат 
одной и той же орбите группы Gn+i тогда и только тогда, когда совпадают 
главные идеалы в А, порожденные соответственно <|, хУ и Gi', Х'У-

Леммы 3 и 4 устанавливают взаимно однозначное соответствие между 
орбитами в Рп(А)ХРп(А) (соответственно в Рп(А) X Рп(А)) и идеала­
ми в А.

Пусть теперь а — произвольный идеал в A, Uа , Ua — орбиты группы 
Gn+1 соответственно в Рл(Л) X Р"(Л) и РП(Л) X РП(Л), отвечающие а.

Введем линейные отображения Ма : Sn -> Sn и Nа: Sn -> Sn по следую­
щим формулам:

(Maq)(x) = 2 <2)
(5, х)ейа

Ш(х) = 2 /(у) (3)
(х, v)£=Ua

(суммирование в (2) ведется по всем для которых (£, х) <= Uа , а в (3) — 
по всем у, для которых (ж, у) е U а). В частности, оператор Na, отвечаю­
щий нулевому идеалу в А, есть единичный оператор.

Лемма 5. Для любого идеала а в А имеет место соотношение

MaL = 2^.6^, (4)

где Са.ье Z; суммирование ведется по множеству всех идеалов Ь в А. 
Здесь Са.ь равно числу элементов g е Р’!(Л), удовлетворяющих условиям 
(|, х) е Vа, <£, уУ = 0, где (х, у) — фиксированный элемент орбиты U 
(от выбора (х, у) <= Uf> число са,ъ не зависит).
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Из леммы 5 и из описания орбит С а, U ь легко следует
Лемма 6. 1) Если a GZZb, го са,ъ =0. 2) Для любого идеала а 

Са,а^= 0.
В силу леммы 6, соотношение (4) принимает вид

МаЪ = 2 Ca,bNi- (5)
б!2а

Теперь легко убедиться, что если А — кольцо главных идеалов, то при 
заданных Ма L система уравнений (5) разрешима относительно ЛХ и это 
решение единственно. В частности, имеем

^о=2<л«д (6)
а

где ||са,б II — матрица, обратная ||са,ь ||. Так как 7V0 — единичный оператор, 
то отсюда непосредственно следует биектпвность отображения L *.

* Длу случая колец вычетов по модулю п это утверждение доказано Н. В. Пав­
ленко.

Из равенства (6) следует также
Теорема 2. Если А — кольцо главных идеалов, неразложимое в пря­

мую сумму, то преобразование L~\ обратное к преобразованию Радона в 
Р"(И), имеет вид

L~x = ^\aMa. (Т)
а

Здесь МЛ — операторы 8п Sn, определенные по формулам (2), а са,ъ — 
элементы матрицы, обратной ||с. ,ь||.

В частности, для кольца вычетов по модулю рт
Г

L-i = ^csMs,
s=0

где (х) = 2 ф(=), а коэффициенты задаются форму-
<5, х> =

лами: cs = —ps~("_1)<2r~1)(p — 1) / (рп — 1), 0 s < г, сг = X
X (р — 1) / (рп — 1).

4. Преобразование Радона в случае, когда А не явля­
ется кольцом главных идеалов. Здесь будет доказано обратное 
утверждение теоремы 1: если А не является кольцом главных идеалов, то 
преобразование Радона в РП(Л) не биективно.

Сначала отметим некоторые свойства конечных коммутативных колец 
с единицей, не разложимых в прямую сумму.

1) существует (и однозначно определено) такое простое число р, что 
ртА = 0 для некоторого натурального пт,

2) любой элемент кольца либо обратим, либо нильпотентен; таким об­
разом, множество всех обратимых элементов в А есть А \ 9?, где 9? — ради­
кал кольца А.

3) А / 9f = Fq, где Fq — поле, порядок которого q есть степень числа р.
Лемма 7. Пусть А не является кольцом главных идеалов, но все его 

фактор-колъца А / а, а #= 0,— кольца главных идеалов. Выберем по пред­
ставителю в каждом из классов смежности И/9?, где 9? — ради­
кал А. Тогда существуют элементы х=А 0 и у =/= 0 в 9? и натуральное число 
г > 1 такие, что х91 — 0, yrSt = 0 и любой элемент и А однозначно
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представим в виде
(8)и = а + Ъх + с{у + ... + с, уг,

где а, Ь, с-: — элементы множества ..., 2.J.
Лемма 8. Пусть А^В — эпиморфизм колец, LA, LB — преобразова­

ние Радона соответственно в Р"(Л) и Р”(5).
Тогда, если LA биективно, то и LB биективно.
Теперь докажем, что если А не является кольцом главных идеалов, то 

преобразование Радона в Р"(А) имеет ядро, отличное от нуля.
В силу леммы 8, утверждение достаточно доказать для кольца А, все 

фактор-кольца которого А / а, ft А 0,— кольца главных идеалов. Структу­
ра такого кольца описана в лемме 7. Пусть х, у, г — те же, что и в фор­
мулировке леммы 7.

Рассмотрим подпространство Son cz Sn функций /(zi,..., xn+i), сосре­
доточенных на подмножестве элементов (1, х2,..., ж„+1), где х: е 9?, 
2 i 1. В силу (8), |9l| = qr+i и, следовательно, dim^o" — qn(r+l\
Вычислим, сколькими линейными соотношениями выражается условие' 
принадлежности f ядру преобразования Радона.

Разобьем РП(А) на непересекающиеся подмножества 7S = {(|1,... 
..., gn+1) |g‘,..., gn+1 необратимы, gs = 1}, 1 s sC n + 1. Если ;еУ(, 
то гиперплоскость | не пересекает supp/, а потому (£/) (£) = 0 для любо­
го f е 50п и любого е е Vi. Пусть теперь g е V„ s > 1, тогда условие, что 
(Lf) (g) = 0 на Vs выражается системой уравнений

(9)

где суммирование ведется по х{ е Я. Здесь g1,..., — произвольные
элементы из 9?, а £з+1,..., £n+1 — произвольные элементы из А. Поскольку 
ж9? = 0, z/rSR = 0, то замена любого i =И= 1, s на |*  + аж + сгут не меня­
ет уравнения (9). Отсюда на основании леммы 7 следует, что пробегает 
qr+l значений, a при 2 sji i s — 1 фактически пробегает qT~l значе­
ний, а при s + qr значений. Таким образом, число соот­
ношений вида (9) при g е Fs, s > 1, равно grr+1+(«-i><’--i)+(n-s)r __ ^nr_(s_2>> 
Суммируя по s, заключаем: условие принадлежности / е ST ядру преоб­
разования Радона задается системой линейных однородных уравнений, 
число которых равно g"r+l + <?пг + ... + <Fr_(n_2) = д’’г+1 (1 — g_") / (1— 
— ?-1)- Так как это число меньше, чем qn{r+1'1 = dim So", то система (9) 
имеет ненулевое решение. Теорема 1 доказана.

Авторы глубоко признательны Г. Б. Клейнеру, беседы с которым были 
очень существенны для возникновения этой работы.
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