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1. Пусть Г — контур в комплексной плоскости, состоящий из конечного 
числа непересекающихся замкнутых спрямляемых жордановых кривых. 
Будем предполагать, что контур Г разбивает расширенную плоскость на 
два открытых множества F+ и F~, причем каждая точка Г является гра­
ничной для F+ и F~. Будем также считать, что 0 е F+. оо е F~.

Обозначим через 59 некоторое банахово пространство и через 8 = 8(55) — 
алгебру всех линейных ограниченных операторов, действующих в 59. Пусть 
А (£), £ е Г,— непрерывная на Г оператор-функция в 8. Следуя (*), пред­
ставление оператор-функции А(£) в виде А(£) = A_(g)D(^)A+(g) назо­
вем факторизацией оператор-функции 4 (£) относитель­
но контура Г, если множители обладают следующими свойствами: 

п
1) оператор-функция D(t,) имеет вид 7)(£) = 2 + Ль где опе-

>=i
раторы Pj, j = 1, 2, . . ., п, являются взаимно ортогональными одномерны­
ми проекторами из 8, Ра = I — Pi — Рг — ... — Р„ и х2 ... 53 —
некоторые целые числа, отличные от нуля; 2) оператор-функции А_(£), 
■4+(£), £ е Г, допускают продолжения, голоморфные внутри и непрерыв­
ные, включая границу, соответственно в множествах F~ (J Г, F+ (J Г, причем 
все значения 4±(£) и их продолжений являются обратимыми операторами.

Числа х(, х2, . . . , однозначно определяются оператор-функцией А (£). 
Число Ind А (£) = Xj + + ... + х„ называется суммарным индек­
сом А (£).

В настоящем сообщении развиваются и обобщаются результаты о фак­
торизации относительно контура Г из статьи (1). Для определенного клас­
са оператор-функции получена формула для суммарного индекса и уста­
новлена устойчивость этого индекса. В доказательствах существенную роль 
играют теоремы о факторизации из (2), см. § 7.

В случае конечномерного пространства 8 основные из приводимых тео­
рем установлены ранее (3_5).

2. Пусть 81 — некоторая банахова алгебра операторов из 8 (с обычными 
операциями) и со своей нормой || • II да , обладающей следующими свойства­
ми: а) ||Х||s ЦХ11 gt ; б) множество Я1 всех конечномерных операторов из 
8 и единичный оператор I принадлежат 9?; в) если X еЯ и X обратим, то 
X-1 е Я.

В дальнейшем всюду ® будет обозначать банахову алгебру с нормой 
|| • || е непрерывных (в норме ||-|| ) оператор-функции на Г со значениями
из Э?, обладающую следующими свойствами:

max || А (С) Ця <с|| А(£)||е, А(£)её,
1еГ

где с — константа, не зависящая от А(£); все оператор-функции вида 

2
г1(^)7’1 + г2(^)7’г + ... 4- г п(£) Т „, = 1, • 7

341b0
(1)
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где Tj^Si, r,(g) —рациональные функции с полюсами вне Г, принадле­
жат алгебре б и образуют в ней плотное множество.

Обозначим через б+ (б-) подалгебру б, состоящую из всех оператор- 
функций 4(g) е б, допускающих продолжение в Г U F+ (Г U F~), голо­
морфное в F'1 (Т7-) и непрерывное вплоть до границы. Положим 
бо+ = {A (g): A (g) е б+, А (0) = 0} и б0~ = (4 (g): 4 (g) е б~, 4 («>) = 0}.

Будем говорить, что оператор-функция 4 (g) е б допускает фактори­
зацию относительно Г в алгебре б, если 4(g) допускает факторизацию 
относительно Г: 4(g) = 4_(g)O(g)4 + (g) и 4_(g), 4_~*(g) е б~; 4 + (g), 
4+-*(g) E(r.

Алгебра б называется распадающейся, если она распадается в прямую 
сумму ее подалгебр б+ и б-. Для распадающейся алгебры через Р обозна­
чим проектор, проектирующий б на б+ параллельно б0~, а через Р1 — про­
ектор, проектирующий б на б0+, параллельно б". Положим Q = I — Р и 
(Т = I — Р°.

3. Обозначим через St» замыкание в St множества ® всех конечномер­
ных операторов из й и через б™ — замыкание по норме б всех оператор- 
функций вида (1), для которых Т, е 8t„.

Теорема 1. Пусть б — распадающаяся алгебра и A (g) — оператор- 
функция б, все значения которой обратимы. Если все значения оператор- 
функции РА(^), g f= F+ U Г, являются Ф-операторами и QA(Z) то
A (g) допускает факторизацию относительно Г в б: 4 (g) =4_(g)£>(g)4+(g), 
в которой 4_(g) — 7, 4_-1 (g) — 7 б„.

Двойственной в определенном смысле к этой теореме является
Теорема 2. Пусть б — распадающаяся алгебра и 4(g) — оператор- 

функция из б, все значения которой обратимы. Если все значения опера- 
тор-функций Q°4(g), geF’U Г, являются Ф-операторами и PaA(Q 
то 4(g) допускает факторизацию относительно Г в б: 4(g) = 
= 4_(g)Z)(g)4+(g), в которой 4+(g) — 7, A+-‘(g) -JeS,..

4. Приведем некоторые примеры приложений теоремы 1.
Теорема 3. Пусть A (g), |g| = 1,— оператор-функция с обратимыми 

значениями, разлагающаяся в абсолютно сходящийся ряд Фурье

4(g) = ... + g-14_1 + 4„ + gA1 + ...; A.eSt;
. . . + ||4_i || + ||40|| ж + IMJIgt + . . . < оо.

Если 4,-е St», j = —1, —2,..., и все значения оператор-функции 
40 + g4t + .. ., |g| < 1, являются Ф-операторами, то 4(g) допускает 
факторизацию относительно единичной окружности |g| =1: 4(g) = 
= 4_(g)Z?(g)4+(g), в которой множители 4+(g) w4+_1(g) имеют вид 
4+±1 (g) = 7 + S„± + gS4 + g252± + ..., 4_±‘(g) = 7 + g~*7\± + g-27\± + ..., 
где 5±e9t, T± e 3L и ll^h + .. < оо, 11^11» +
+ .. . < oo.

Обозначим через ЛДЙ) банахово пространство всех сильно измеримых 
оператор-функций F(t), —оо < t < оо, со значениями из 3?, для которых

ос

1И(оь= $ \\F^dt<:^.
— оо

Теорема 4. Пусть F(t) еТДШ) и все значения оператор-функции
ОС

4 (Z.) = 7 + ew F (t) dt, — оо Z оо,
— оо

являются обратимыми операторами. Если все значения оператор-функции
оо

7 + е1™ F ReA,>0,
о
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являются Ф-операторами, а значения F(t) при —оо <Z t ■< со принадле­
жат то оператор-функция А (К) допускает факторизацию относительно 
вещественной оси вида

где Р,, 7 = 1, 2, ..., п,— взаимно ортогональные одномерные проекторы, 
Ро = I — Pt — Р2 — ... — Р„, х3- — целые числа и множители Л±(£) допус­
кают следующие представления'.

ОО о
Л.1 (X) = 7 + 5 ew 5+ (0 dt, At1 (X) = I + J e™ T+ (i) dt, 

0 —oo

в которых S±(t), ^(i) е ЛДЭ!), причем все значения T±(t) принадле­
жат Шоо.

Пусть G — открытое множество на комплексной плоскости, содержащее 
контур Г, и М — замыкание G. Предположим, что точки £ — 0 и £ = оо не 
принадлежат М. Рассмотрим алгебру С (М) всех оператор-функций со зна­
чениями из Ш, непрерывных по норме Ш на М и голоморфных в G. Обозна­
чим через С±(Л7) подалгебру С(Л7), состоящую из оператор-функций, го­
ломорфных в M\)F+. Положим Со+(Л7) = {Л(£): A (£) еСг(М), Л(0) = 
= 0} и С0_(Л7) = {Л((0: Л(£) Л(оо) =0}. Легко видеть, что
С(1И) = С+(47) А-С0~(М). Обозначим через Р проектор, проектирующий 
С (М) на С+(М) параллельно С0~(М), и через Q — проектор I — Р. Обозна­
чим еще через подалгебру С(М), состоящую из оператор-функций
Л (£) s С (М), все значения которых принадлежат 3L

Теорема 5. Пусть Л(£) —оператор-функция из С(М), принимаю­
щая только обратимые значения. Если все значения оператор-функции 
РА(Х), являются Ф-операторами, a QA (£) еСж(М), то Л(£)
допускает факторизацию относительно Г: Л (£) = Л_(^)П(^)Л+(^), в ко­
торой А +(0,Л+-‘(С) — I, Л_~‘(£)

Из последней теоремы вытекает
Следствие 1. Пусть оператор-функция А (£) имеет вид Л(£) = 

= £_йЛ^л + . . . + (0‘Л-! + Ло + ((Л, + . . . + £”Л„, где Л -е 9J при / Э= О и 
Aj е 30 при / < 0. Если на контуре Г все значения А (?) обратимы, то 
А (£) допускает факторизацию относительно Г: Л(£) == Л_(^)£>(^)Л+(^), 
в которой множители имеют вид Л+ (£) = Ло+ -(- ^Л,+ 4~ £ГА г+ и
Л (£) = I + Г4Лг + ... l-mAm~, Ац е St, Л/ е 9?„.

Предложения, аналогичные теоремам 3 — 5 и следствию 1, можно вы­
вести и из теоремы 2.

5. Предположим, что контур Г является гладким. Обозначим через Па, 
О < а < 1, алгебру всех оператор-функций на Г со значениями из Ж, удов­
летворяющих условию Гёль дера в норме || ■ || с показателем а. Алгебра 
Н.. (с соответствующей нормой) распадается.

Теорема 6. Пусть оператор-функция Л (£) еП. принимает только 
обратимые значения. Если все значения оператор-функции PA(Q, £ е 
eTU7’+, являются Ф-операторами и все значения Q-A(^), содер­
жатся в ПО, то Л(£) допускает факторизацию относительно Г в На: 
А (Г) = Л_(£)Д(£)Л+(£), в которой все значения оператор-функций 
Л_(£) — I, Л__1(?) — I, - еГ \)F~, принадлежат 90,.

Имеет место также теорема, двойственная к теореме 6. Отметим, что 
теорема 6 не вытекает из теоремы 1, так как оператор-функции вида (1) 
не образуют плотного множества в На. При более жестких ограничениях 
предложение, близкое к теореме 6, получено в (6).

6. Всюду в дальнейшем будем предполагать, что 6 — распадающаяся 
алгебра, удовлетворяющая условиям п. 2. Через Si (S2) обозначим множе­
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ство всех оператор-функций А (?) е 6, удовлетворяющих условиям теоре 
мы 1 (теоремы 2).

Теорема 7. Пусть оператор-функция Л(?) е® допускает фактори 
зацию относительно Г в 6, Х(?) sfruY(?) е 82.

Тогда оператор-функция Х(?)Л(?)У(?) допускает факторизацию отно 
сителъно Т в & и Ind X(QA (?) У (?) = Ind Х(?) + Ind Л (?) + Ind У (?).

Теорема 8. Пусть оператор-функции В (?) и A (?) из 6 допускаю 
факторизацию относительно Г в 6. Если величина |[Л (?) —5(?)||к доста 
точно мала, то Ind А (£) = IndB(?).

Обозначим через р(Л) спектральный радиус оператора Ле?.
Теорема 9. Пусть оператор-функция А (?) <= 8,, а В (?) е ® обладав' 

свойством QB (Z,) е ®„. Если таХ|р(Л_1(?)В(?)) <1, ? е Г, то оператор 
функция Л (?) + В (Q (=%! и Ind (А (?) + В (?)) = Ind А (?).

Теорема 9 сохраняет силу, если в ее формулировке заменить на §2i 
условие QB (?) е — на условие Р°В (?) <=

7. Как известно, оператор Х = 6 называется ядерным, если он предста 
вим в виде Xf = Ф1(/)<р1 + Ф2(/)ф2 + ... , где •= 8, j
ЦФ111 Il'tPill + 11Ф2И 11<р2|| + ... < оо. Величина inf (ПСЕ»!|| ЦфЛ + [|Ф2|| ||<р2|| + • ■ 
...), где нижняя грань распространяется на всевозможные указанньп 
представления оператора X, называется ядерной нормой. Предположим 
что S3 является пространством с базисом. Тогда для ядерного оператора J 
сумма Ф4(ф1) +Ф2(ф2) + -.. не зависит от представления оператора X i 
обозначается через sp X.

Теорема 10. Пусть А (?) е обладает следующими свойствами 
</Л(?)/й?е@, все значения оператор-функции Q dA(Q / dZ, ?еГ, явля 
ются ядерными операторами и Q dA (?) / d? непрерывна по ядерной норме

Тогда оператор А' (?) Л"1 (?)d? является ядерным и
г
1пбЛ(£)= 2^-8Р$Л'(?)Л~1(?М.

г
Эта теорема сохраняет силу, если в ее формулировке заменить на 8 

и(?йЛ(?) /d? на Р°ЙЛ(?) /d?.
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