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1. Обозначения, « — натуральное, р— простое число; Г —конеч­
ное поле из q элементов характеристики р; / = /(Z) —многочлен над по­
лем F с условием, что /(0) =/= 0; deg f — степень многочлена /; per / — наи­
меньшее натуральное число m такое, что — 1; Р„ —«-мерное вектор­
ное пространство над полем F; 0 — нулевой вектор пространства Vn; 
а ■ р — скалярное произведение векторов а и Р пространства Vn; % — ха­
рактер аддитивной группы поля F, т. е. комплексно-значная функция с 
условием, что

Х(а + Ь) =х(а)-х(Ь) (1)

для любых элементов а и & поля F и

Х(с) =/= 0 (2)
для какого-нибудь элемента с поля F; %0 — главный характер, т. е. %о(«) = 
= 1 для каждого элемента а поля F.

Рассматривается линейное рекуррентное уравнение

бх+у — «гбх [ . • • { ij щ, ■ • • > — F, «1 ~A~ 0, (3)
с характеристическим многочленом

/ — /(M = V — a„Xn_1 — ... — щ.
Пусть d0,..., dn-i — какие-угодно элементы поля F. Легко видеть, что 

существует и только одна двусторонняя последовательность б = {бх}х = 
= {бх} элементов поля F, которая удовлетворяет уравнению (3) и
для которой

бо — do,..., бп—1 dn_1.
Решения уравнения (3), отличающиеся, одно от другого только 

сдвигом, мы не будем считать различными. Множество всех решений урав­
нения (3) мы будем обозначать символом 2? (/). Известно, что любое ре­
шение уравнения (3) — периодическая последовательность. Примитивный 
период решения б мы будем обозначать символом per б, а сумму

X
2 Х(дя),
х=1

где т = per б,— символом <т(б). Нетрудно заметить, что о(б)—аналог 
полной тригонометрической суммы для последовательности, удовлетворя­
ющей линейному рекуррентному сравнению по модулю р с целочисленны­
ми коэффициентами.

В настоящей заметке доказывается, что
у |С(6)|2 = (4)

регб рег/
и даже несколько более общее соотношение.
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Пусть q = р 3, п — deg /, / — неприводимый над полем F многочлен 
с условием per/ = ’AQ?”— 1) = t- Как известно (*), уравнение (3) в 
этом случае имеет два ненулевых решения б(1> и 6(2> периода t, и поэтому 
после несложных выкладок из тождества (4) получается равенство, най­
денное ранее (2) Н. М. Коробовым,

|о(6(1)) |2 + |о(6(2)) |2 = V2(pn + 1).

Из тождества (4) можно получать и другие следствия. Пусть, напри­
мер, /— степень неприводимого над полем F многочлена p(Z). В таком 
случае множество S’* (/) всех решений уравнения (3) с максимальным 
примитивным периодом, равным per/, есть теоретико-множественная раз­
ность 3? (/) \3? (f / р(20). Поэтому из тождества (4) получаем следую­
щее равенство:

1 у , zo'|2_?deg/ gdeg/-deg Р (X)
Per / (f) C Per f Per № W

2. Введем далее следующие обозначения: t — per /; 6 — любое реше­
ние уравнения (3); 6(з), О к,— все различные решения уравнения
(3); ц = регб0); р(Л, 0^/^га— 1,— решения уравнения (3), опреде­
ляемые из условий:

если х = j, 
если x=j=j и О ^га — 1;

/л
Ах, Ах , Рх — и-мерные векторы вида

А и В — квадратные матрицы порядка п вида
/° 1 0. .0

0 0 1. . 0

\° и 0 . . 1
\ai 6Z2 «3 . • ап

/ ■ Г»

5=1 pi “п

. . p(n-D

Вт — матрица, транспонированная относительно матрицы В.
Очевидна
Лемма 1. Множество

{| 0 < / •< к, 0 < х < Tj}

суть множество всех векторов пространства
Из теории линейных рекуррентных последовательностей (‘) следует, 

что per pt0> = per / и что примитивный период любого решения уравнения 
(3) — делитель per/. Поэтому per {рх}х = t.

Легко проверить, что,

бх+v = "К ’ ’ ’ + Р?_1) ’ (5)

для всех целых ж от 0 до га — 1, а значит, и для любых целых х и у. Из ра­
венства (5) непосредственно следует, что

А • Ах = Дж+1, Вт • Ах = Ax+i
для любого целого х. А так как S — любое решение уравнения (3), то 
А = Вт и, следовательно, матрица В, как и А, является невырожденной. 
Из равенства (5) следует, что 
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и что, таким образом, В •₽v = ₽!/+i для каждого целого у. Из этих рассуж­
дений следует

Л е м м а 2. Для любых целых хи z

₽х = ₽z о х = z (mod t).

Из условий (1) и (2) легко получается, что

(q, если % = Хо,
2j X (а) - 10, если %

Поэтому для любого неглавного характера % имеем:

2 0
аеР

если с = 0;
если c~F и с =f= 0.

Отсюда и из очевидного равенства

2 X (язА 4~ апсп) = 2 (aici) X ••• X 2 * (апсп)
at,...,an^F a^F ant=F

следует
Л е м м а 3. Пусть у е Vn, % =/= Тогда

2,Х(а-у) = рП’ если V = 0’ 
asvn 10, если у=/=0.

3. Пусть теперь а целое, т натуральное, t / т, ех (х) = ехр ^2лi у) ;

= 2x&)Mai);
х==1

OaU = аа,т(б0)).

Легко видеть, что

1 т I = I 2 Z (S*+2/) W) I •
Х=1

Поэтому, воспользовавшись равенством (5), получаем
" 1 12

Tj I I2 = 2 I 2 X (₽х ■ ДУЙ) (ЙЖ) I •
V=1 х=1

Далее суммируем полученное равенство по всем j и применяем лем­
му 1:

k т

2 П | *а?т I2 = 2 | 2 Z (₽х•«) (аж) |2-
j=0 aeVn х=1

Наконец, возвышая в квадрат и изменяя порядок суммирования, нахо­
дим, что

k т т

2тЛ°га.)т|2 = 2 2ет(а(ж —z)) 2 Х((Рх —₽г)-а).
3=0 ж=1 2=1
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Ra,t (t) =

Отсюда и из лемм 2 и 3 следует
Теорема. Пусть % — неглавный характер аддитивной группы поля F\

т2-Гх, если хХ at,
О, если т | at.

Тогда

2 per6-|оа,т(<5)|2 = т (0.
8=_/. (/)

Полагая в доказанном равенстве а = 0 и замечая, что

мы сразу получаем равенство (4).
4. Доказанная теорема верна и в случае, если F — произвольное ком­

мутативное кольцо с единицей, % — характер с условием, что %(а) =/= 1 
для каждого О коэффициент щ уравнения (3) — обратимый элемент 
кольца F. Полученные результаты обобщаются для линейных рекуррент­
ных уравнений с периодическими коэффициентами.
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