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ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 19 V 1972)

717-эллипсом Е[а, Ь; г] в метрическом пространстве X (*) будем назы­
вать множество точек х~Х, удовлетворяющих р(а, х) +р(ж, Ъ) 
В частности, Е[а, 5; р(а, Ь)] = [а, 0], £[а, а; г] = Н[а, г/2] (замкнутый 
шар с центром в а и радиусом г/2). Исследуется решение уравнений

Рх = 0, (1)

где Р — нелинейный непрерывный оператор из банахова пространства X 
в нормированное Y, следующими обобщениями методов Ньютона — Кан­
торовича :

xn+l = хп— (V'zn) ~1Рхп, (2)

где z„— любая точка некоторого не пустого 717-эллипса Е[х0, хп; •];

xn+i Е[х„, хп—(V'zny-'Pxn, •], (3)

где z„ E[zn_h х„; ■], z0 = х0. V е [X У] —вспомогательный оператор, 
в общем случае не совпадающий с Р. Предполагается, что существует не­
прерывная сильная производная для оператора V в некотором выпуклом 
множестве Q <= X и линейный оператор (У'^о)-1, а операторы (V'x0) ~lV'x 
и (V'zo)'Mlx, Rx = Vx — Рх, x e fi, удовлетворяют условию Липшица с 
постоянными к и 6 соответственно.

В частности, при V — Р, 6 = 0, устанавливается сходимость к решению 
х* уравнения (1) процессов

хп+1 =хп— (P'z^-'Px,,, zn^E[xa, хп\ •]; (4)

xn+i ^Е[х„, хп— (P'zn)-lPxn; •], zneE[zn-,, хп-, •], z0=Xo. (5)

При аналогичных условиях в работах (1_э) и др. исследованы частные 
случаи процессов (2), (4) при zn = xn, zn = x(> и z„e [ж0, Х!,...,хп]. При 
6 = 0 и несколько иных предположениях в (*, 10) установлено существова­
ние замкнутого множества точек z сходимости (4) кУ. В других работах 
показана сходимость основного и модифицированного метода Ньютона — 
Канторовича с любой точки Н[х0, (1 — 2Arfj) /Yk\, || (Р'х<>)“‘AzJI ц, (6,7) 
и некоторого шара с центром в х* (и). В (4) установлено существование 
замкнутого множества S начальных точек сходимости (4), z„_i = xt,zn =

оо
= х=, i j п, причем {[ж ] U U [я», ж„+1]} cS.

н=Э
Здесь показана сходимость (2), (3) при «плавающих» точках z„, хп, что 

в отличие от упомянутых выше фиксированных методов соответствует ре­
альным вычислительным процессам. Полученные замкнутые множества 
точек z„ сходимости (2) и начальных точек сходимости (2), (3) характе­
ризуют хорошую устойчивость процессов к погрешностям вычислений. 
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В частности, при 6 = 0 улучшены соответствующие результаты в рабо­
тах (‘. в_'. ' . |!).

Обозначим Ах = х— LnPxn, Lri= (V'zn)~‘; t*, t** — меньший и боль­
ший корень уравнения 0,5&Z2 — (1 — 6) t + т] = 0;

.- /■'(/I. Fn(t) ^t- [0,5A:Z2- (1- 6)£ + p] / (H,. - 1). (6)

Теорема 1. Пусть {[ж0, Аохо] U П[Аохо, t* — Zj} с Q, || (У'х<д)~1Рх<>\\ =5 
^и.5Иг- (1 - 6) to + Л, т] = < 0,5(1- 6)21 к, t0>0.

Тогда в Н[Аох0, t* — Л] существует решение уравнения (1), и к нему 
сходится процесс (2), z„ е {Q fl Е[х0, х„; £„]} (||ж0 — -Z„|| < щ. ||z„— ж„|| 

tn — г,-.), причем ||жп+1 — ж*|| • t* — tn+l.
Доказательство. Пусть t0 < t*. Покажем по индукции, что 

||я:„ — хп+1II tn+i — t,„ Z„ < tn-t i < t*, xn e Q, существует линейный опера­
тор Ln и ||£,,7’/ж0|| =С 1 / (1 — Л||жо — z„||).

Так как || (1//Жо)“1В/го— (V'x0)~,V'x()^ < й||х0 — z0\\<kt*, то, применяя 
теорему Банаха, найдем, что существует линейный оператор L», причем 
||ТД/'Д'о|| 1 / (1 —/ст0). Тогда \\ЦРхй\\ sz \\ЦУ'ха{У'х!>)~1Рхя\\ tt — t0.
Пусть при п — к, к А? 0, эти предложения выполняются. Тогда

Ak^xk^ — Akxk II = || \ Lk {V' [xk-i 9 (xk — а-я)] — V'z^} (xk —zft_x)d0 Д- 
о

Так как Fh'(t), Fk' (t) > 0, Z e (Z,f, t*), to iit < tk+l < Z* и {£„} сходится к t*. 
Из ||a?t — ж,.+,Ц th+i — F t* — t, следует xh+l e Q. Так как || (V'xo)~'V'xo — 
- (Гж0)-1ИЧ+1|1 < Mlxo - Zft+11| < kt*, TO WLk^V'x.W 1 / (1 - A-lko - Zk+l||).

Далее, по индукции получаем
|| Anxn Anx || =

1
= || ^Ln {V [xn + 6 (,r — жп)] — V'zn) (x — xn) d0 + Ln (Rxn — Rx) || <C

0
1

< 5 [/"70 W ~~т,г1
0

M de 4- tn) -- t fn+1,

где x e {0 0 H[x0, t*]}, n = 0. Таким образом, An, n = 1, 2,..., (Ио) отобра­
жает H[xn, t* — Z„] (ОПЯ[ж0, Z*]) в множество, принадлежащее Н[хп+1, 
1* —i^i] (Я[ад, Z* — Z,]). Учитывая ||ж„ — жп+1|| + ||ж„+1 — rr*|| «S Z* — Z„ 
и применяя теорему о последовательности вложенных друг в друга замкну­
тых шаров, радиусы которых стремятся к нулю, придем к утверждениям 
теоремы.

Замечание 1. Так как ||ж0 — ж|| + ||ж - жп+1|| ||ж0 — ж|| + ||z — ж„|| +
+ ||ж„ — xn+iII < Z„+1, где х е Е[х„, хп\ t„], то Е[х„, х„; t„] -Е^,„ xn^i; Zn+i] 
и Е[х0, хп; Z,,] 'zzEtxo, х*; t*]. Таким образом, хп, z,,^E[xn. х*; Z*] и част­
ным случаем (2) является процесс x.„+i=x„— (V'xk)~‘Px„, /се= [0, 1,...

Замечание 2. Очевидно, наибольший ЛЯэллипс Е[х0, х„; t„] точек 
z„ сходимости (2) будет при возможно наибольшем значении to. Приняв 
в качестве ц ее предельное значение из условий теоремы, получим max Zo = 
= (1 - 6 - кт-ы) / к.

824



Замечание 3. Из доказательства теоремы следует существование и 
сходимость к х* процесса 

(9)
причем lkn+1 — х* || t* — tn+l, где /„-1 — tn — а,, [0,57Л.,2 — (1 —
— 6)tn + T]]/(fcT„— 1). Оценка сходимости следует из ||х„+1 —х*|| t* —
— — an[Fn(tn) —tn]. Сходимость процесса (9) при V = Р показана в 
(“)•
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