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Расчет колебаний молекул производится, как правило, во внутренних 
координатах (<?). Это представляется вполне оправданным, так как число 
(+) независимых координат q равно числу собственных нормальных коле­
баний молекулы. Теоретически особенно выгоден выбор в качестве коор­
динат q «валентно-силовых координат», т. е. изменений длин связей, изме­
нений валентных углов и так называемых неплоскпх координат, харак­
теризующих изменения взаимного расположения различных частей 
молекулы. Такой выбор координат, хотя и весьма удобный, не может 
быть, однако, универсальным, так как, во-первых, далеко не всегда уда­
ется ввести достаточное число неплоских координат (во многих случаях 
остается вообще неясным, как такие координаты вводить) и, во-вторых, 
существуют «неклассическпе» молекулы, т. е. молекулы, электронная 
структура которых не может быть даже приближенно представлена при 
помощи набора химических связей между парами атомов. Это обстоятель­
ство приводит в общем случае к невозможности полного расчета колеба­
ний молекулы в валентно-силовых координатах.

В качестве координат, пригодных для любых молекул, можно было бы 
предложить, например, изменения расстояний между парами атомов. 
Однако практическое использование этих координат также встречается с 
трудностями. В частности, не всегда легко даже определить, какие именно 
совокупности таких координат достаточны для полного расчета колебаний.

Далее, расчет нормальных колебаний является лишь частью расчета 
колебательных спектров молекул, в который входит и вычисление интен­
сивностей, по крайней мере основных тонов этих колебаний. Интенсивно­
сти же А-го основного тона непосредственно выражаются через форму 
(Х<’1) ft-го нормального колебания, записанную в координатах (') Х8, яв­
ляющихся компонентами изменений векторов связей молекулы в выбран­
ной декартовой системе координат. Если расчет колебаний производится 
в координатах q, то требуются дополнительные вычисления для перехода 
от qw (форму k-го нормального колебания в координатах q) к Х$ . Кро­
ме того, невозможность полного расчета колебаний влечет за собой невоз­
можность полного расчета интенсивностей.

Приведенные соображения показывают, что желательно производить 
расчет колебаний и интенсивностей в одних и тех же координатах, причем 
таких, которые могут быть легко введены в нужном числе и пригодны как 
для классических, так и для неклассических молекул. Искомые коорди­
наты, кроме того, должны, во-первых, быть независимыми от масс атомов 
и, во-вторых, быть пригодными для учета симметрии молекулы. Всем этим 
требованиям, как нетрудно убедиться, полностью удовлетворяют коорди­
наты .Xs0, являющиеся компонентами изменений векторов «связей» в 
«своих» (для каждой «связи») декартовых систем координат (4), если 
только связь понимать не в химическом, а в геометрическом смысле, т. е. 
в смысле отрезка прямой, соединяющего два атома молекулы. В этом
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геометрическом смысле связь можно провести, очевидно, между любыми 
двумя атомами молекулы. Число независимых векторов связей для TV-атом- 
ной молекулы равно N — 1, а потому число независимых координат Х6° 
для нее равно (') 3N — 3.

Совокупность этих 3N — 3 координат, однако, определяет не только де­
формацию молекулы, но и изменение ее ориентации, как целого, в про­
странстве. Поэтому расчет колебаний в этих координатах дает кроме час­
тот и форм собственных нормальных колебаний еще три (две для линей­
ных молекул) нулевых частоты и соответствующие им формы несобствен­
ных колебаний — малых поворотов молекулы как целого. Так как формы 
малых поворотов в координатах Хъ° легко найти заранее, то в случае необ­
ходимости порядок матрицы колебаний (IT's0) в этих координатах можно 
предварительно понизить нужным образом. Желательно, однако, не делать 
этого, так как, во-первых, формы малых поворотов, получаемые при рас­
чете, могут служить для контроля правильности вычислений и, во-вторых, 
для расчета интенсивностей могут быть непосредственно использованы в 
общем случае именно формы колебаний в координатах Х6°.

Переходя теперь к изложению теоретических основ расчета колебаний 
молекул в координатах Х5°, ограничимся для простоты случаем, когда эти 
координаты независимы. Матрица колебаний в координатах Хг,!! имеет вид

Жз = (Т-1)? Ul (1)

где (Т_1)о0 — матрица кинематических коэффициентов, С7а°— матрица по­
тенциальной энергии, не зависящая от масс атомов. Следовательно, для 
расчета колебаний молекул в этих координатах необходимо знать матрицы 
(ПМФ°.

Связь между координатами ХЗ’. Xi, и X (X — декартовы смещения ато­
мов — компоненты изменений радиусов-векторов, характеризующих поло­
жения атомов в пространстве, в выбранной декартовой системе координат) 
определяется соотношениями (*)

= Хпъ=;АХь = АЕьХ, (2)

где А в блочной записи имеет вид

А = ||ИА,|| (3)

(г, 7 = 1, 2,. . ., п; п — число векторов «связей»); Л, — ортогональная мат­
рица третьего порядка, осуществляющая преобразование компонент любого 
трехмерного вектора от «своей» декартовой системы координат для г-й 
связи к выбранной (общей для всей молекулы) декартовой системе коор­
динат; Е6 — прямоугольная матрица из Зге строк и 3N столбцов, имеющая 
в блочной записи вид

£s = МЛ, i = 1, 2,..., re; j = 1, 2, . . ., N, (4)

(Ец = E3, единичной матрице третьего порядка, если j-й атом — конечный 
атом i-й связи; Ец = —Е3, если /-й атом — начальный атом i-й связи; 
Ец = 0 во всех остальных случаях). Так как матрицей кинематических 
коэффициентов в координатах X является матрица е обратных масс ато­
мов, то с учетом (2)

(Т-i)" = А (Т-1). А = АЕ^ЁьА. (5)

Используя (3), (4) и структуру матрицы е, получим из (5) (в блочной 
записи)

ОПМпМгД = 1,2,..., ге. (6)

В (6) т« = еа(о + еЬ(>) (а(г) и b(i) — начальный и, соответственно, конеч­
ный атомы г-й связи); та- — ±ec(i, (c(i, j) — общий атом г-й п /-Й связей; 
плюс ставится, если этот атом является начальным (или конечным) для 
обеих связей, минус — если он является начальным для одной и конечным
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для другой связи); = 0, если i-я и /-я связи не имеют общих атомов;
Aij = AiAj—ортогональная матрица, осуществляющая преобразование 
компонент любого трехмерного вектора от /-Й к t-й «своей» декартовой 
системе координат, вследствие чего Аи — Е3 н AijA# — Аи при любых зна­
чениях индексов.

Если геометрия молекулы известна и связи вместе со «своими» декар­
товыми системами координат выбраны, то построение матриц Ai} не пред­
ставляет особого труда. Следовательно, не представляет особого труда и 
построение матрицы (Т-1)?,".

Из (5) следует, что в независимых координатах Х<,г> матрица (71_1)5О 
является неособенной. Но матрица WV в этих координатах имеет три (или 
два) нулевых собственных числа. Поэтому матрица U;'J, как следует из 
(1), должна быть в этих координатах особенной— она должна удовлетво­
рять условиям

dx'l,z) = 0, (7)

где XbQM — произвольные линейные комбинации форм малых поворотов 
в координатах Хв°. Используя известные соображения (*), выберем сна­
чала соответствующие линейные комбинации форм малых поворотов (Хв(и))
в координатах Xt в виде

У<Х) __ /П о(1) о(1)А 5 — JtlQZ ,— . Л• J n0z, -™0у> • •
л р(п)\.

• ч V, -f^oz > — -Поу )ч
X"’ = (- 0, , . z?(i) г\• • • --- ч V, llQx, .

п(п) п 7?<п)у• • Ч tf-QZ ч и, -LIqx )ч

Af ’ = {В$, - 0, . . 0, . .■ ■, в^, - В$, 0),

где Box, 7?оу и /?oz 5 i — 1, 2, ..., п,— соответствующие компо­
ненты i-ro вектора связи исходной равновесной конфигурации молекулы 
в выбранной (единой для всей молекулы) декартовой системе координат. 
Чтобы перейти от Х6М к Хъ°(х\ выберем какую-то, скажем 1-ю «свою» 
декартову систему координат в качестве единой для всей молекулы. Тогда, 
направив оси Oz всех «своих» декартовых систем координат вдоль соответ­
ствующих векторов связей (что, разумеется, не ограничивает общности 
рассмотрения) и заменив х, у и z на 1, 2 и 3 соответственно, получим из 
(8) после несложных преобразований (с учетом (2) и ортогональности 
матриц Лн)

Xs(1) = (0, «1, 0,. . ., — а(̂ , 0, . . . , — a^sn, a^sn, 0),

Xg(2) = (_ о, 0, . .., — a^Si, a^Si, 0, . . . , — a$sn, a^sn, 0), (9)

X°5(3) = (0, 0, 0, . .., - aXO, ■ ■■,_ ^sn, a^sn, 0),

где St — равновесная длина i-й «связи»; аи (к, I = 1, 2, 3) — элементы 
матрицы A ti, i — 1, 2, ..., п.

Из (9) особенно отчетливо видно, что для линейных молекул сущест­
вуют лишь две линейно независимых формы малых поворотов. Действи­
тельно, для таких молекул при сделанном выборе осей OZ «своих» систем 
координат аз1>= — 0 при всех значениях i, а потому Хв0(3> = 0. Явный
вид условий, которым должна удовлетворять матрица 77s°, получается, если 
в (7) подставить (9). Выполнение этих условий является одним из кри­
териев правильности записи матрицы U6°, которая в проблеме расчета 
колебаний молекул должна считаться известной. Если известна матрица 
(Uq) потенциальной энергии молекулы в координатах q, то матрицу Ub° 
можно получить из нее, исходя из следующих соображений.

Координаты q связаны с координатами Хв° соотношением
q = BlXl (Ю) 
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в котором BY — легко определяемая матрица с элементами, зависящими 
только от геометрии молекулы и от выбора «своих» систем координат, но 
не от масс атомов. Поэтому

= (11)

Из сопоставления (7) и (11) следует, что матрица BY должна удовлетво­
рять условиям

5°Х°(х) = 0, (12)

где (х = 1, 2, 3) имеют вид (9). Выполнение этих условий может
служить контролем правильности построения матрицы BY.

Зная матрицу Uq, можно при помощи (11) получить матрицу t7s°. 
Наоборот, если известна матрица Z70°, то матрицу Uq можно получить из 
нее (первоначально в независимых координатах q) по формуле

Uq = YCJlY, (13)

где ^матрица У связана с BY соотношением BYY = Еп. и имеет вид У = 
== BYPP (Р — легко вычисляемая квадратная матрица п'-го порядка, на 
которую нужно умножить слева матрицу 2?в°, соответствующую незави­
симым координатам q, для того чтобы ортонормировать строки послед­
ней) .

Произведя расчет колебаний в координатах XY, можно непосредст­
венно в этих же координатах вычислить входящие в выражения для ин­
тенсивностей основных тонов нормальных колебаний производные от ди­
польного момента и поляризуемости молекулы по нормальным коорди­
натам. Для этого достаточно в формулах (II.2.14) и (II.2.45) из (*) 
выбрать в качестве единой для всей молекулы декартовой системы коор­
динат какую-либо «свою» декартову систему координат.

Расчет и исследование характеристических колебаний (2), а также ре­
шение любых других задач, разрешимых в координатах q, в равной мере 
возможны и в координатах Х6°. Учет симметрии молекулы в координатах 
XY и возможных зависимостей между этими координатами (если вообще 
имеет смысл вводить зависимые координаты) производятся обычными 
способами (2, ‘).
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