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Рис. 1. Схема процесса течения

В настоящей работе рассмотрена задача о движении неньютоновской 
жидкости, подчиняющейся степенному закону, между двумя круговыми 
цилиндрами, вращающимися с различными угловыми скоростями, оси ци­
линдров параллельны (рис. 1). Эта задача представляет больший практи­
ческий интерес, чем задача о движении материала между двумя вращаю­
щимися цилиндрами с одинаковыми угловыми скоростями. Опа была рас­
смотрена подробно в работе (*) для ньютоновской жидкости для случая, 
когда цилиндры вращаются с одинаковыми угловыми скоростями, в рабо­
тах (2,3) для случая с разными угловыми скоростями. Эта же задача де­

тально исследована в работе (4) для 
неньютоновских жидкостей, подчиняю­
щихся степенному закону, при враще­
нии цилиндров с одинаковыми угловы­
ми скоростями.

Поставленная в настоящей работе 
задача сложнее ранее решенных задач, 
так как для различных зон области те­
чения формулы, описывающие скорость 
и давление, различны. На границах зон 
они совпадают.

Исследование полученного решения 
показывает, что в процессе прокатки 
материал отрывается от более быстро 
вращающегося цилиндра и наматывает­
ся на более медленно вращающийся 
цилиндр. Этот эффект ранее был изве­
стен только экспериментально (7).

Сделаем следующие предположения: 
задача двухмерная, течение ламинар- 
черционные силы и сила тяжести малы

Оценка членов, входящих в основные уравнения, производится так 
же, как в теории пограничного слоя. Основные уравнения можно записать 
в виде

р = р(ж), dpldx = дх/ду, (1)

ное, движение установившееся, 
по сравнению с вязкими силами.

р — давление, т — касательное напряжение.
Реологические исследования свойств полимеров показывают, что мно­

гие из них в достаточно широком диапазоне скоростей сдвига хорошо опи­
сываются степенным законом (5,6)

/ , ди \ т“1 ди
-ay
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и уравнение (1) принимает вид
dp   д 
dx ду

ди
ду J (2)

(и — составляющая скорости вдоль направления х, ц и т — реологичес­
кие постоянные).

Из условия прилипания материала к боковой поверхности цилиндров 
имеем (см. рис. 1)

у = —h: и =—fU, U = a^R + ha — К),
h = R + h0- у IP - хг- (3)

и = -j- h- u=—U, f — a>i / co2, 0 < f < 1

(2h — величина зазора (минимального 2h0) между цилиндрами, R — ра­
диус цилиндров).

Из (2) получим

р- [р'У — С (.г)] =
Г

ди т 1 ди 
ду ду

Знак ди / ду определяет знак р'у — С(х).
Найдем составляющую скорости и из уравнения (4). Возможны сле­

дующие случаи:
а) ди / ду 0, —h у -\-h. Из (4), (3) получаем

и = у- [(- Р’у + С)1+1/™ _ (p’h + С)1+1М] - fu-, (5)

- U (1 - /) = А [(- p'h + C)W/m __ (р'й + Ql+1/rn]; (6)

А = .
\ И / m -Г i

Граничные условия и условие а) могут быть выполнены только при 
С (х) > 0, р'(х) > 0 и р' <Z 0.

б) ди / ду меняет знак с минуса на плюс, —h С г/ С -\-h. Аналогичным 
образом получаем

и = у- [(— р'у + С)1+Рт — (p'h + С)1+Гт] — fU, У<уг; (7) 

11 = ^ру ~ СУ'1/т — (p'h + C)1+1/m] — fU, У>у-; (8)

_ и (1 - /) = ((p'h - су+1'т - (p'h + С)1^>]. (9)

Этот случай возможен при С(х) > 0, р'(х) > 0.
в) ди / ду меняет знак с плюса на минус, —h у -\-h.

и —-^-[(р'у — С)1+1/т — (—p'h — С)1+1^т] — flJ, У^~р~; (10)

и = -у [(р'у - С)^/™ - (- p'h - C)i«/m] _ fU, У>уА (И)

— U(1 - /) = ~ [(С - p'h)Wm - (- p'h - С)1^т\. (12)

Этот случай возможен только при С > 0, р' < 0.
г) ди / ду А1 0, —h < J/C -\~h.
Граничные условия и условие г) одновременно не могут быть выпол­

нены.
Анализ предыдущих соотношений показывает, что вся область течения 

может быть разбита на четыре зоны, которые схематично изображены на 
рис. 1. Очевидно, что существует такое значение х = xh х3 <Z xt <Z xif 
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при котором p'(xi) = 0. Из (4) и (3) имеем

и |Ж=Х1 =-----С1,т (^1) (у + АД — t/i/,

С = и [ЧгТ ’ U1 = U 1л=/11’ К = h |x=:ci-

Перейдем к определению давления р(ж). Приравняем расходы Q = 

= J udy в произвольном сечении и в сечении х — хр, тогда получим диф- 
—Л

ференциальное уравнение для определения р(х).
Для зоны I (р' > 0) и III (р' > 0 и р' < 0)
А С т 
р' t(2m - 1) р’

[(С — p'A)2+Vm — (С + р'А)2+1/т] _|_ 2h (p'h + С)'-''т | +

2hfU -(!+/) = 0. (13)

Для зоны II (р' > 0)

^P'h + " + № - C')2+1/ml - 2k <P’h + C)1+1/mj “

- 2fhU + (1 + f) htUx = 0. (14)

Для зоны IV (p' < 0)

v "1)7 P’h + C)2«/m + (_ P'h _ ca+i/m] +

-j- 2h (- p'h - C)1+1/™} + 2fhU -(!+/) h1U1 = 0. (15)

При у — -j-h2, ди I ду = 0, t. e. h2p’ (x2) — C(x2) — 0, и и p' являются 
непрерывными функциями во всех точках области течения. На границах 
зон из соотношений (5) — (9), (13) и непрерывности функций и и р' сле­
дует, что при х = х2 h2 = h | Х=Х2, U2 = U\h=h2,

С(х2) Г (1-/1 Uzl™
L 2Ahi J ’

1
(2/i2)m+1 ’2

hl - (R + Ao) h2 + (21 + +(21+t/)) (^ + Ao - Ax) Ax = 0, A2 < Ax.

При x = x3 имеем x3 — —x2 и A2 = h3, т. e. для C(x3), p'(x3) и A3 
справедливы предыдущие формулы.

Аналогичным образом получаем, что при х = Xi hk = h | Х=Х(, Щ = 
£/|л=л4,

(2т +1) (1 4- /)
2 (т 4- mf 4- /)А4 —■ (R Aq) А4 -|-

(i-/)mv7
р (Хл) =-------------------— ,

7 Ат (2К^т+х

(R + h0 — АД Ах = 0, /г4 > Ах.

Из соотношений (1) и (4) получаем т = р'у — С(х), С(х) =0; тогда

Ti = — (p'h — С(х), тп = p'h — С(х),

Где Ti — Т | у=—h, Тп Т |

Заметим, что при х — х2 р' (х2) > 0.
Представляется естественным, что процесс заканчивается при х = х2, 

ди/ду\х=х, = 0, тп = 0, Ti У= 0. Материал отрывается от более быстро вра­
щающегося цилиндра и наматывается на медленно вращающийся цилиндр. 
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Последнее хорошо согласуется для большинства метериалов с эксперимен­
том (7). Если задать толщину выходящего листа 2h2 и положить р(ж2) = 
= 0, то все необходимые для инженерных расчетов величины можно вы­
числить. Для ньютоновской жидкости т — 1,

hi определяется из уравнения

/г2 — (7? Ц- h0) h2 -]—2~ 2"^’ у (77 4~ — /ц) = 0, h2<^hi.

Для симметрического течения / = 1, С (ж) = 0. Соответствующие фор­
мулы совпадают с формулами для симметрического течения (4).

Изложим приближенное решение несимметричной задачи. Для зоны 
III разложим в биноминальные ряды (6)и (13) при

О |р'7г|. (16)

В первом приближении получим

(/и — h) (h, — h) 

hm+2

з
р' (ж) = P-C'W

В зонах II, IV разложим (9), (12), (14), (15) в биноминальные ряды 
при | p'h | > С:

(17)

Нетрудно показать, что условия (16), (17) равносильны условиям
0 < т < 1, 0 < / < 1, т. е. ряды сходятся, если перерабатываемый ма­
териал есть псевдопластик.
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