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1. Пусть целая аналитическая функция /(z) задается рядом Тейлора

/(z) = 2
71=1

(1)

где ап 0, п = 1, 2, 3,..., {%„} — возрастающая последовательность нату­
ральных чисел.

Т. Ковари (*) доказал, что если A,n > n(Inn)3+e, е > 0, п > п0(е), то 
Inm(r, /) > (1 — 6,) 1пМ(г, /), (2)

m (г, /) = min | / (z) |, М (г, f) = max | f (z) |,
[z|=r |z|=r

для любого фиксированного di > 0 и любого г > 0, кроме множества ко­
нечной логарифмической меры, т. е. такого множества 5 значений г, 
что

S

Если числа А„, п = 1, 2, 3,..., удовлетворяют условию

Рп = П
k=j^Xl

Кп +

где ср(х) —положительная, возрастающая, определенная на [0, оо) функ­
ция и такая, что

оо

о

то, как доказали Андерсон и Бинмор (2),

ln|/(z)| > (1-б2)1пМ(г, /), zeT, r=|z|, (3)

где 62 > 0 любое и фиксировано, г > 0 и r0= S, Г — любая непрерывная 
кривая, уходящая в бесконечность.

В статье изучается вопрос о получении оценок типа (2) и (3) для 
функций вида (1) при условиях, наложенных на последовательность {А„}, 
близких к минимальным.
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а)

б) (4)

Теорема 1. Если последовательность натуральных чисел {А,„} удов­
летворяет условиям (4а) и (46), где

оо

п=1 
^п+1 
п + 1 п ’

в) существует непрерывно-дифференцируемая на (0, оо) функция 
АДх) такая что N(x) < Nt(x) и e~xNt(ex) выпукла книзу, где 
А(Д) = 2 1-

то для целой функции f(z), задаваемой рядом (1), имеет место ра­
венство j 

для любой непрерывной кривой Г, уходящей в бесконечность.
Заметим, что, согласно (3), для каждой последовательности натураль­

ных чисел {л,.}, удовлетворяющей условию
ОО

существует целая функция вида (1), ограниченная на положительной 
части вещественной оси.

2. Для рядов с конечным радиусом сходимости может быть доказано 
утверждение, аналогичное теореме 1.

Теорема 2. Пусть функция f(z) в круге |z| < 1 разлагается в ряд 
вида (1), причем последовательность {?.„} удовлетворяет условиям (4).

Тогда если
оо
$ J 

/1пЛГ (г, /)

(у и С — не зависящие от

^dtCC(l-ry, 0<г<1, (5)

г постоянные, причем С > 0, у > 4), то
ПБГ ln|/(z)l = 1 

м (г, /)
zer

где Г — произвольная непрерывная кривая, соединяющая начало и окруж­
ность |z| =1.

Заметим, что условие (5) фактически эквивалентно тому, что M(r, f) 
при г-*-1 достаточно быстро стремится к бесконечности, так как из (5) 
следует

оо

X,

Андерсон (4) доказал, что если функция f(z 
|z| < 1 рядом вида (1), последовательность 
удовлетворяет условиям

У—<«. П—- — -
£-1 ла иа |
n=i Лп k^n I Лп ЛА I 

) представляется в круге 
натуральных чисел {?.„}

= 0(Х‘)
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(V2 а < 1; е > 0 и не зависит от а, га, г; постоянная в О абсолютная), 
и если

M(r, j) > (1 — r)_v, постоянная у > 2,

то функция /(z) не ограничена на любой кривой, соединяющей начало с 
окружностью |z | = 1.

3. Определение. Последовательность натуральных чисел {Хп} назы­
вается последовательностью перемен знака заданной по­
следовательности вещественных чисел {ап}, если

а ' а\ О,
х пЛп

где X/ — наибольшее среди тех к < для которых ah =Н= 0.
Теорема 3. Пусть целая функция /(z) задается рядом Тейлора

n=0
(6)

с вещественными коэффициентами, и пусть, далее, последовательность 
{/.,,} является последовательностью перемен знака последовательности 
{«„}•

Тогда, если числа {X,,} удовлетворяют условиям (4а) и (46), то

lim
."'с-* 4"00

In I / (X) I 
In М (х, /) ж^> 0.

Эдрей (5) доказал, что для целых функций /(z) =¥= С вида (6) из (4а) 
следует

lim | f (ж) | = эо
2С—>-|~°°

и что для любой последовательности натуральных чисел {Х„}, для которой 
(4а) не выполняется, существует ограниченная на положительном луче 
целая функция с вещественными коэффициентами Тейлора а.„, имеющими 
своей последовательностью перемен знака последовательность {Х„}.

Теорема 4. Пусть функция /(z) в круге |z| < 1 представляется 
рядом вида (6) с вещественными коэффициентами ап.

Тогда, если последовательность {Х„} перемен знака последовательно­
сти {ап} удовлетворяет условиям (4), то из (5) следует

lim In I / (х) I
In М (х, /) 1, х 0.
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