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Рассматриваются позиционные дифференциальные игры, в качестве 
платы выбран некоторый полунепрерывный снизу (либо сверху) функ­
ционал, вычисляемый на движениях конфликтно управляемой системы. 
Описаны конструкции, доказывающие существование оптимальных чи- 

, стых и смешанных стратегий игроков. Предполагается, что игроки распо­
лагают информацией о реализующемся фазовом положении и помнят 
предыдущие состояния системы. Основу подхода, который используется 
здесь при исследовании дифференциальных игр с полной памятью, состав­
ляет экстремальная конструкция, описанная в работах (1_3).

Пусть и-мерный фазовый вектор х конфликтно управляемой системы 
2 изменяется в соответствии с уравнением

dx/dt = f(t, х, и, v), x(ta) =ж0; (1)

здесь f (t, x, и, v) — непрерывная вектор-функция, удовлетворяющая усло­
вию Липшица по ж; u,v — управляющие воздействия первого и второго 
игроков, реализации которых стеснены условиями

u\t]<=P, ф] е= Q, (2)

где Р и Q — компакты в соответствующих векторных пространствах.
Исход игры оценивается функционалом у (х [ • ]), который определен 

на движениях x[t], to^t^T. Будем полагать, что плата игры — функ­
ционал у(ж[-]) зависит от вектор-функций x[t], t0*St^T, полунепре­
рывно снизу, т. е. из условий xk[ • ] Zj ж,[ • ], у(хй[-]) -»■ у. при к -* <» 
вытекает неравенство у(ж,[ • ]) у. Здесь символ ж,,[ • ] 2^ х.[ • 1 обознача­
ет равномерную сходимость max{||xk[t] —#,[£]Ц: [f0, T]}->-0 при
к -> °°, символом ||ж|| обозначается эвклидова норма вектора х. (Условие 
полунепрерывности снизу можно заменить условием полунепрерывности 
сверху, последний случай легко сводится к первому.) Отметим, что усло­
вию полунепрерывности удовлетворяет плата игры в типичных игровых 
задачах динамики, в частности, в игре преследования время до встречи 
зависит от движений системы полунепрерывно снизу.

Как обычно, будем считать, что первый игрок заинтересован в исходе 
игры, при котором функционал у(ж[ • ]) принимает наименьшее возмож­
ное значение. Второй игрок, напротив, стремится максимизировать зна­
чение платы при самом неблагоприятном поведении партнера. Причем 
каждому из игроков наперед неизвестны управляющие воздействия, кото­
рые будут реализованы партнером в процессе игры. При постановке мно­
гих игровых задач динамики предполагается, что игрокам в каждый теку­
щий момент времени t to становится известным реализованное значение 
вектора х[<]. Такое предположение об информированности игроков по­
зволяет в этих задачах определить полный класс позиционных стратегий 
игроков, который содержит оптимальные стратегии, доставляющие ситуа- 
пии типа седловой точки (4). В данном случае, когда в качестве платы 



выбран произвольный полунепрерывный функционал у(;г[ • ]), этой ин­
формации о состоянии системы, вообще говоря, недостаточно для пост­
роения полного класса стратегий. Поэтому в рассматриваемых здесь иг­
ровых задачах вводится следующее предположение об информированно­
сти игроков. В каждый текущий момент времени t > t0 игрокам известно 
не только реализованное состояние системы S — вектор х [ t ], но игроки 
помнят все предыдущие состояния ж [г], to т < t.

Итак, позицией игры в момент времени t to будем на­
зывать совокупность, состоящую из скаляра t и вектор-функции ж[т],. 
to т t,— движения системы S, реализовавшего на промежутке време­
ни [i0, i]; эти движения обозначаются в дальнейшем символом х[-; to, £]•

Введем теперь некоторые обозначения и определения. Обозначим че­
рез R(to, Т) компактное подмножество пространства непрерывных век- 
тор-функций ж[т], to т Т, которое содержит всякое движение систе­
мы S, выходящее из точки {хв, to}. Такое множество всегда можно ука­
зать. Символом R(t0, t) обозначим множество, которое составляют век­
тор-функции я:[т] из R(to, Т), рассматриваемые на отрезке [t0, t}, t «£ Т.

Определение 1. Стратегией первого (второго) игрока будем 
называть функцию V = U(t, ж[-; to, t]) (V = V(t, х[-; tB, t])), которая 
точкам {t, «[•; t0. i]}, tE[i0, T], x[-; t0, t]eR(t0, t), ставит в соот­
ветствие непустые замкнутые множества U(t, &[•; t0, t])czP(V(t, х{-;

Определение 2. Пусть U — некоторая стратегия первого игро­
ка, вектор-функция #.[•; С, t*] содержится во множестве R(tB, £»), сово­
купность Г полуинтервалов (т,-, Тг+1), т0 = tt, i = 0, 1, 2,..., покрывает 
отрезок [£*, Т]. Аппроксимационным движением xa[t] = 
= xa[t; t», х,[ ■; to, t«], U, Г] системы S, порожденным на от­
резке [t„ 7] стратегией U, будем называть всякую абсолютно непре­
рывную вектор-функцию xa[t], которая удовлетворяет условиям

dxa[t]/dt е F(t, #<>[£], м[тг]), т> t < тг+1, i = 0, 1,2, ..., 
и[Тг] е U (т,, жД ■; to, tJ), F(t, х, и) — co{f(t, х, и, к): v е Q}, 

ха[-; to, тг ] = {х, [г], to г t,; жДт], Л. т т,}.

Отметим, что вектор-функция х,[ ■; to, t,] играет роль начального^ 
условия для движения xa[t], t t„.

Определение 3. Движением системы S x[t]=x[t; t,,. 
ж»[ •; to, t.J, U\, порожденным на отрезке [t.,71] стратегией 
U и удовлетворяющим начальному условию х[--, tB, £.] = 
= х,[ •; to, t*] е R(to, t,), будем называть всякую абсолютно непрерывную 
вектор-функцию ж[Д, t. < t < Т, для которой можно указать последова­
тельность аппроксимационных движений = xa[t\ t„, xw[-; tB, i*],
U, ГА ], t» < t -A T, такую, что

^[t] [t],
Л(ГД->0 при *-»oo,

где А (Г) = sup (t,+i — т<), i = 0, 1, 2, ...
Аналогичным образом определяются движения системы S, п о- 

рожденные стратегиями V второго игрока.
Отметим, что совокупность движений x[t; t„ «*[•; to, t.J, U] (x[t; t„ 

£.[•; t0, t*J, V]) содержит всякое движение системы S, которое порожда­
ется стратегией U (У) в паре с любой суммируемой реализацией y[t] s Q 
(w[t] е Р) управления второго (первого) игрока. Поэтому выполнение 
некоторого свойства для всех движений x[t; tr, xt [ ■; to, £«], U] (x[t; tt, 
#,[•; to, L], V]) будет означать, что стратегия U (У) гарантирует осуще­
ствление этого свойства при любом допустимом поведении противника.
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Перейдем теперь к описанию экстремальной конструкции для рассмат­
риваемого здесь случая дифференциальных игр с полной памятью. Будем 
сначала предполагать, что для точек Д, х} е [t0, Г] ;Х Еп и для любых 
векторов s е Еп выполняется равенство

max min s'/(t, х, и, и) = min max s'/(t, x, Щ v), uE^P, v<=Q, (3)
U V V it 

где символ штрих означает траспонирование.
Определение 4. Пусть задана некоторая система непустых замкну­

тых множеств WД) czR(ta, t), t0 t T. Эту систему будем называть 
и-с табильной, если, каковы бы ни были числа t0 t. Г < Т, вектор- 
функция £,.[•; to, t„] е W(t,) и стратегия V, существует движениеxt[I] =
— x.t[t, tf, гД •; to, t.], V] такое, что вектор-функция х[-; ta, t*) = 
= {«сДт], to^T^O; ж*[т], t, т t*} содержится во множестве 
w(r).

Рассмотрим неоднозначную функцию Ue = Ue(t, х[-; t0, t]) следующе­
го вида. Если z[-; to, t] е W(t), то Ue(t, x[-;t0, t]) = P. Если «[•; t0, 
i] (Д W Д), то множество Ue(t, x[ •; t0, t]) составляют точки ue, которые 
удовлетворяют условию максимума

max min s'f(t, x, u, v) = min s'/ (t, x, ue, v), (4)
U V V

u e P, v e Q.

хотя бы при одном из векторов s вида s = n>0[t] — x[t], где №<,[•; t0, t] — 
точки множества W(t), ближайшие к точке х[ •; to, t].

Лемма 1. Если ж,[-; t0, tj е Ж(Д), система TE(t), t0 С- t T, 
и-стабилъна и выполняется условие (3), то для любого движения r[t] =
— x[t; t„, ж*[-; t0, t«], Ue\ выполняется включение x[-; t0, T] eW(71), 
где Ж[т] = {тДт], to с/ т sC i*; т[т], t, т Е/ T}.

Основу доказательства этого утверждения составляют оценки, приве­
денные в работе С), стр 1013.

Определение 5. Множеством поглощения W(t„ с), 
У С У Т, назовем совокупность элементов xt[ •; t0, t«] e7?(t0, t j, удов­
летворяющих условию: для любой стратегии V найдется движение 
x[t] = x[t; t„, xt[-; t0, t„], У] такое, что для вектор-функции Ж[т] = 
= {лЦт], to т t*; t« т 71} будет справедливо неравенство
у(х[ • ]) с.

Используя подход, изложенный в работах (‘, 4), можно показать, что 
для числа с0, определенного соотношением

Со = inf {с: Хо е WДо, с)}, (5)

•справедливо включение х0 е W(t0, с0), причем множества WД, с0), to 
=£ t < Т, замкнуты и непусты, система этих множеств u-стабильна. По­
этому из определения 5 в силу леммы 1 вытекает следующее утвержде­
ние.

Теорема 1. Если выполняется условие (3), то рассматриваемая 
•дифференциальная игра с полной памятью в классе стратегий {£7} и {У} 
имеет значение, равное числу с0 (5). Причем стратегия U,,, экстремаль­
ная к системе, множеств W(t, сп), to t Т, гарантирует завершение 
игры с платой у(х[-]) с0. Для любого числа с<с0 существует страте­
гия Vc, которая обеспечивает выполнение неравенства у[ж[-]) > с.

Пусть теперь условие (3) не выполняется. В этом случае значение 
игры будет существовать в классе смешанных стратегий {£7} и {У}. Эти 
стратегии ставят в соответствие точкам {t, х[-; to, t]} s [to, T] X.R(t0, t) 
непустые слабо замкнутые множества вероятностных мер {p(du)} и 
{x(di’)}, заданных на компактах Р и Q. При определении движений мно­
жества ЕД, r„[t], iz[t,]) следует заменить F Д; xa[t], y(du; т;)), где 
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li(du-Xi) e (7(ъ, жа[ •; t0, ti]),

F (t, x, p) = co f (f, x, u, v) |i (du): v E= (?} ■

При определении экстремальной смешанной стратегии условие максиму­
ма (4) заменяется соотношением

max min х, и, v) u. (du) v (dv) = min s'f (t, x, u, v) u0 (du) v (dv).

В определениях 4 и 5 и в формулировке леммы 1 чистые стратегии сле­
дует заменить смешанными.

Теорема 2. В дифференциальной игре с полной памятью в классе 
смешанных стратегий {U}, {У} существует значение, равное числу с0 = 
= inf {с: х0 е W(t0, с)}, где W(t, с) —множество поглощения, определен­
ное для смешанных стратегий. Причем смешанная стратегия Ue, экстре­
мальная к системе множеств W (t, св), t0 t Т, гарантирует заверше­
ние игры с платой у(а:[ • ]) с0. Для любого числа с<с0 существует
смешанная стратегия Fc, которая обеспечивает выполнение неравенства 
у(4-1) >с.

Наконец, в соответствии с подходом, развитым в статье (2), можно 
решить задачу о нахождении минимаксных и максиминных чистых стра­
тегий в случае, когда условие (3) не выполняется. Устанавливается, что 
класс чистых стратегий {Z7}, {У} является полным, т. е. стратегии из 
этих классов доставляют игрокам наилучшие результаты, которых можно 
достичь при выборе чистых позиционных стратегий.

Результаты данной работы можно перенести на случай, когда движе­
ние системы 2 описывается уравнением

dx[t] / dt = f(t, х[-; r|, £], и, v), t^t0,

и удовлетворяет начальному условию ж[т] =<р(т) при г) < т Л>. Здесь 
оператор f отображает множество D = {t /= [£0, 71]} X R(гр t) X Р X Q в 
пространство Еп и удовлетворяет некоторым условиям непрерывности. 
Основные элементы экстремальной конструкции и приведенные выше ре­
зультаты легко переформулируются для этого случая.

Примечание. Множества W(i, с) здесь было удобно определить 
как множества поглощения (см. определение 5). Оказывается, что эти 
множества можно также определять с помощью попятных процедур, ко­
торые подобны конструкциям, описанным в работах (5_7) при исследова­
нии дифференциальных игр преследования.
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