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ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В НЕОГРАНИЧЕННЫХ ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 
ОБЛАСТЯХ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 7 III 1972)

Пусть £2 — неограниченная область n-мерного пространства £п, п > 2, 
граница Г которой состоит из конечного числа непересекающихся, замкну­
тых или неограниченных поверхностей Ляпунова.

В заметке (*) рассматривалась функций Грина G(Z, х\ 0, £) второй и 
третьей краевой задачи в цилиндре Q X (i > 0) для линейного параболи­
ческого уравнения второго порядка. Были выделены такие классы обла­
стей 8(g), что если Йе 8(g), то при некоторых условиях на коэффи­
циенты уравнения (в частности, гарантирующих выполнение принципа 
максимума) для всех t > 0 справедлива оценка

supG (t, х; 0, g) ^C/v (Уt), (1)

где v(R) =mes„{(|a:| < И) АЙ} (считаем, что начало координат принад­
лежит й), а постоянная С одна и та же для всех уравнений с общей по­
стоянной эллиптичности.

В настоящей заметке рассматривается вопрос о точности оценки (1) 
для функции Грина второй краевой задачи для уравнения без младших 
членов

(2)

(3)

где симметричная матрица a^tt, х) удовлетворяет условию
п

0 < Y < 2 аИ УгУ! < Y1
г, 7=1

(4)

для любого единичного вектора (у1; у2, ■ • •, уА), & N — внешняя (по отно­
шению к й) конормаль эллиптического оператора L.

Пусть определенная при v > 0 функция g(n) непрерывна, положитель­
на, монотонно не убывает и, кроме того, существует такая постоянная е0, 
0 < е0 С 1 / п, что монотонно не убывает функция у1_е° / g(y). Рассмотрим 
функцию

I (у) = inf mes^ [30 [~| й], 
mesn Q=e 
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где Q — произвольное открытое подмножество области Q, dQ — граница Qr 
a meSfc — /с-мерная мера.

Область £2 принадлежит классу 23(g) (‘), если
Z(p) ^g(p)

и существует d, = d(|) такая, что

sE(Z?) = mes„_1{(|z-g| = R) П Q} ^d^.^R) / R,

где функция (R) обратная к 3~(у) = v / g(p).
Данное определение эквивалентно следующему (*): существует 

= di (g) такая, что

g(p) <Z(p) <se(7?e(p)) ^did)g(v),

где функция Rt(y) обратная к ре(7?) =mes„((|.z — g| < R) Л Q}.
Пусть, как ив (‘), граница области Q удовлетворяет следующему усло­

вию: существуют такие постоянные б0 > 0 и а0 > 0, что для любой точки 
еГ пересечение шара |х — аг0| =< б0 с поверхностью Г связно и (y(xi), 

v (х2)) 5= а0 для Xi е Г, хг е Г, | Xi — хг | «С б0, где v (z) — единичный век­
тор внешней (по отношению Q) нормали к Г. Если коэффициенты урав­
нения (2) достаточно гладкие (ay(Z, х) удовлетворяют условию Гёльдера 
по переменным t и х, производные <?<z;i(Z, ж) / дхг существуют, ограничены 
и удовлетворяют условию Гёльдера по переменным ж), то справедливо 
следующее утверждение, устанавливающее точность оценки (1).

Теорема 1. Пусть Qe 3(g), тогда существует такая постоянная к, 
зависящая лишь от у, е0 и d = df£), что при всех t > 0 и 1- е Q для функ­
ции Грина G(t, х; 0, g) задачи (2), (3) имеет место оценка

sup G (Z, х; 0, £) > Д -т - > c0/F_i (/F) > c/v (/t), (5)
аейГ)(1*-5|<2*/б 2v^(2k V t)

где с0 = 2~(l+i/l!dk~l/B°d~1, ас — ео1/Е’со.
Таким образом, оценки (1) и (5) дают

c/v (]Д?) sup б? (Z, х\ 0, £) sg/C/p (l^i). (6)

Рассмотрим решение u(Z, х) задачи (2), (3) с начальным условием

и(0, ж) = ф(а:), (7)

где ф(ж) е СДЙ). Тогда из оценки (1) получаем, что

\u(t, х) | ^С||ф||1.,(12)/р(у7). (8)

Заметим, что так как постоянная С зависит лишь от у из условия (4), е0 и 
d(0), (*), то для справедливости неравенства (8) достаточно требовать, 
чтобы коэффициенты уравнения (2) были измеримыми функциями, удов­
летворяющими условию (4).

Точность оценки (8) устанавливает следующая
Теорема 2. Пусть Q е S3 (g), конечны интегралы

Л = $ 1ё| | Ф(£)И£, /2 = $|ф©|1п(й(В)+ 1)^;
О о
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тогда для решения u(t, х) задачи (2), (3), (7) имеет место неравенство

sup ]u(t, х) |
.XF—Q

__________ш__________
2v (2 [<Z3 /<J2 + /i)/| J|)

(9)7 = $Ф(ВЖ

где постоянная d2 зависит только от е0 и у.
Аналогичные оценки в случае менее полной «степенной» шкалы клас­

сов областей были получены в (2, 3). Так, в заметке (3) было показано, что

если й е 8(а, п), К а<п, где

93 (а, п) = U 95 (d0 min {v а , v п }),
do>O

то имеют место неравенства
щ/пипф^2, in/2} sup G (t; ж; 0, £) tn/2};

функция р(Я) в этом случае оценивается снизу и сверху с некоторыми 
постоянными функцией min{Z®/2, tn/2}.

Рассмотрим область вида ®2>/(ж1), /(0) =0, п — 2, где гладкая чет­
ная функция ffxt) имеет монотонно неубывающую производную. Тогда 
можно показать, что -- G ® ^min|j/"я +4 ))) > W функция 

f-i(v) обратная к f (ж4) = ;г1/(;г1). Оценки (6) в этом случае будут иметь 
вид

const max {Г1, (]/7)) Д’ sup G (t, ж; 0, £)

<2 const max {Г1, (}^t /_г (p^F))Ф-

Например, если /(жД при xtэквивалентна функции аф In х^ ₽ 1,
то функция (УФ-ДУО)-1 при больших t ведет себя как р-^+'Ж2?’ In1/?Z. 
Т. е. при больших t

const ^_(₽+1)Д2₽) In1/? [ sup G О, const ^_(?+1)/(2?) In1/? t_

Следовательно, такая область не принадлежит ни одному классу 93 (а, п) 
(в случае областей из Э (а, п) имеет место точная (сверху и снизу) степен­
ная оценка).

Из теоремы 2 следует, что решения задачи (2), (3), (7) с финитной и 
с произвольной из А,(й) начальными функциями (считаем, что интегралы 
по Q от начальных функций отличны от нуля) имеют один и тот же поря­
док стремления к нулю при t ->• °°. Кроме того, из оценки (9) получаем, 
что условие ср (ж) еС,(й) для стремления решения к нулю как к“‘(У0, 
вообще говоря, ослабить нельзя. Действительно, пусть ср (ж) 5s 0 и для всех 
R > 0 ср (ж) е Zt(QR), где QH = Q Г) (|ж| < R). Тогда для любого R > 0

sup | и (t, х) | > Ф (7?)/2у (2 dr In d (R) \ t + 2R)

const Ф (R)/v (jft In d (R) + R),
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Или при R =^t

sup | и (t, x) | const Ф (Уf)/v (У t In d (У t)).

Пусть для всех (eQ d(^)=^do. Это справедливо, например, при 
й е S (const у'"-1)7") (Так как в этом случае s-t (R) =5 const Rn~l = -i (R)/ 

п—1
/7?) или когда Й — цилиндр У ЦУ1 (si(R) const min {Rn \ 1} " •

1—1
const STi (7?) / 7?). Тогда

sup | и (t, ж) | > const Ф (]/7)ф (у7). (Ю)

Следовательно, если <р(ж) ^L,(Q), т. е. Ф(7?) °° при R -* то не мо­
жет быть справедливой оценка (8).

Пусть й е S(const а <р(ж) = |ж— ж01_ОУдУи. ж0^й.
Тогда при достаточно больших R Ф(7?) const-7?"_а для а < п и Ф(7?) 'Л 
5» const In 7? для а = п. Формула (10) тогда имеет вид

[ t 0/2 при а <( п. 
sup|w(t, z)| > const 
iesi |lnt/i ‘ при a = n.
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