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Введение  
На основании многолетних исследований, 

проведенных в Гомельском государственном 
университете имени Франциска Скорины, и со-
вместных разработок с ведущими научными уч-
реждениями  Беларуси, России, Украины, Арме-
нии, Польши и другими научными центрами по 
вопросам создания математических моделей и 
методов расчета напряженно-деформированного 
состояния трибологических элементов деталей 
из композиционных материалов для статических 
и динамических задач, механики неоднородных 
структур строятся теории и алгоритмы инженер-
ного расчета, новые методики решения задач 
взаимодействия слоистых систем из композитов, 
созданы современные инженерные методики 
расчета слоистых систем с учетом анизотропных 
физико-механических характеристик материа-
лов, что позволяет эффективно применять новые 

инженерные подходы в машиностроении для 
расчета конструкций, подвергающихся силовым 
нагружениям [1]–[20]. Предыстория исследова-
ний по данному направлению начинается с 70-х 
годов 20 столетия в Институте механики метал-
ло-полимерных систем АН БССР, когда под ру-
ководством академика В.А. Белого интенсивно 
получило развитие новой научно-технической 
тематики  об использовании полимеров в инже-
нерной практике и в народном хозяйстве. 

Первые научные работы были посвящены 
разработке новых методик расчета деформации и 
прочности зубьев зубчатых колес из полимерных 
материалов на базе решения контактных задач 
теории упругости, экспериментальным исследо-
ваниям, созданиям алгоритмов и программ рас-
чета. Интенсивное внедрение в инженерную 
практику новых композиционных материалов 
требовало создания новых методов расчета 
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деталей машин, базирующихся на теории упру-
гости и вязко-упругости. Этим вопросам посвя-
щены многочисленные статьи и монографии в 
ИММС АН БССР, например [20], а также с точки 
зрения механики деформируемого тела, был 
представлен расчет напряженного состояния по-
крытий из композитов на Всесоюзной научной 
конференции по контактным задачам (Тбилиси, 
1974 г. [21]). Развитие фундаментальных иссле-
дований в области контактного взаимодействия 
трибологических элементов деталей машин про-
должилось с защитой кандидатской и докторской 
диссертаций В.В. Можаровским и кандидатских 
диссертаций его учениками С.В. Шилько [22], 
Н.А. Рогачевой [23], Е.М. Березовской [24], 
С.А. Марьиным [25]. Так, В.В. Можаровский и 
его ученики, работая над созданием методов рас-
чета на прочность зубчатых колес, опор трения и 
других деталей из композиционных материалов 
(КМ), столкнулись с тем, что отсутствуют глубо-
кие аналитические разработки исследований на-
пряженно-деформируемого состояния покрытий 
из КМ. Поэтому руководитель и сотрудники ста-
ли заниматься проблемой о создании научных 
основ напряженно-деформированного состояния 
анизотропных покрытий упругих тел трибосоп-
ряжений. Решению данной проблемы были по-
священы многочисленные статьи, выступления 
на зарубежных симпозиумах и конференциях, 
монография «Прикладная механика слоистых тел 
из композитов» [1], а также кандидатские дис-
сертации. Для успешного решения данной про-
блемы и выполнения заданий по госпрограммам 
фундаментальных исследований в области есте-
ственных наук по программам «Поверхность», 
«Материалы», «Механика», «Триботехника», 
«Машиностроение» и др., и хоздоговоров в ГГУ 
имени Франциска Скорины была создана науч-
но-исследовательская лаборатория «Математи-
ческое моделирование сложных систем». 

В итоге многолетней деятельности были 
получены новые научные результаты, основная 
сущность которых заключается в разработке 
точных и асимптотических методов решения 
контактных задач для тел с покрытиями с учетом 
анизотропии и трения [1]; на основании аналити-
ческих и численных решений выявлены новые 
механические эффекты при контактном взаимо-
действии тел трибосопряжений с анизотропными 
покрытиями, обусловленные явлением анизотро-
пии материалов, упругими свойствами основа-
ний, усложненными условиями на взаимодейст-
вующих поверхностях (трение, скольжение, сце-
пление и т. д.); построены алгоритмы и програм-
мы, по которым исследовано влияние на пара-
метры контакта анизотропии механических 
свойств волокнистых композитов, жесткости 
основания, толщины покрытия, вязкоупругости и 
трения [2], [5], [8], [11], [17]. Разработаны 
теоретические зависимости для определения 

компонент тензоров напряжений и деформаций с 
целью исследования напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) анизотропных покрытий и 
оснований [1], [4]. 

Применение в мировой практике высоко-
скоростного и надежного промышленного 
транспорта с массивными шинами (автомобиль-
ные, электропогрузчики, подвесные канатные 
дороги, эскалаторы метро и др.), а также новых 
способов передачи движений требует создания 
новых армирующих материалов и инженерных 
методик расчета. Недостаточно изучено влияние 
конструктивной анизотропии на напряженно-
деформированное состояние дорожного покры-
тия при силовом квазистатическом воздействии, 
что не позволяет обосновать практику их проек-
тирования; не существует сравнимых по эффек-
тивности методов расчета поведения конструк-
ций из композитов при контакте. Возникает не-
обходимость создавать новые методики расчета 
элементов деталей машин из композитов. В свя-
зи с этим разрабатываются математические мо-
дели и компьютерные программы расчета на-
пряжений при статическом контакте индентора в 
тело (или покрытие) из композита при различ-
ных физических параметрах взаимодействия. 
Особенно важно исследовать механические 
свойства армированных материалов, работаю-
щих в процессе:  

– статического контактного взаимодействия 
цилиндрического тела (моделирующие шину) и 
слоистого основания;  

– зависимость напряженного состояния уп-
ругих тел из композитов (при статическом кон-
такте) от типа ориентации волокон материала, 
например, армированного кордом. 

Анализ применения анизотропных компо-
зиционных материалов нельзя производить без 
учета их взаимодействия с другими телами со-
пряжения, а также материала матрицы и арми-
рующих элементов, геометрии компонентов и 
структуры и расположению компонентов. 
По сути, важно учитывать также и метод изго-
товления материала, что является весьма слож-
ной и многопараметрической задачей. Следова-
тельно, возникает цель новых перспективных 
исследований – создание математических моде-
лей и алгоритмов расчета напряженно-
деформированного состояния слоистых систем 
при силовом статическом воздействии, напри-
мер, для зубчатых передач для элементов маши-
ностроительных конструкций. Ниже представлен 
обзор теоретических исследований и подходов, 
которые создавались в ГГУ им. Ф. Скорины и 
зарубежными научными центрами для создания 
алгоритмов расчета трибологических парамет-
ров, включая покрытия из композитов, с учетом 
анизотропии материалов.  
 



В.В. Можаровский 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (64), 2025 18 

1 Существующие подходы расчета на-
пряженно-деформированного состояния ком-
позиционных изделий и покрытий для эле-
ментов машин и трибологических систем  

В настоящее время имеется достаточно 
большой опыт эксплуатации деталей сопряжения 
(подшипников скольжения, опор трения, зубча-
тых колес и т. д.) из композиционных материа-
лов на основе вискозных тканей, стеклянных 
волокон и других армирующих наполнителей. 
Однако возрастающие потребности современной 
инженерной практики требуют создания анали-
тических и численных методов расчета этих узлов. 

Из анализа научно-технической литературы 
можно сделать вывод о возрастающем интересе к 
проблеме использования волокнистых компози-
ционных материалов в узлах трения. 

На этапе исследований (80–90 гг.) появи-
лась серия работ [26]–[29], в которых не только 
исследовалось влияние взаимной ориентации 
армирующих волокон и направления скольже-
ния, но и степени адгезии волокон к матрице, 
объема и типа наполнителя, показаны механиз-
мы изнашивания. Так, в работе [30] представле-
ны результаты экспериментального исследова-
ния триботехнических характеристик полиэфир-
нитрита, армированного волокнами углерода 
(стекла). Проводились испытания на изнашива-
ние о стальной цилиндр при различном направ-
лении скольжения. 

Влияние содержания углеродного волокна 
на триботехнические свойства углепластиков на 
основе полиамидов изучалось в работе [31]. 
Влияние на трение и изнашивание волокнистого 
композита типа контртела и направления его 
скольжения относительно волокон рассматрива-
лось в работе [32]. В качестве контртела исполь-
зовались металлические образцы и абразивная 
бумага. Установлено, что при трении композита 
о гладкую поверхность металла наименьшее тре-
ние и износ наблюдаются при скольжении попе-
рек волокон в их плоскости, тогда как для абра-
зивной бумаги при таком направлении скольже-
ния износ наибольший. 

Особую важность приобрели композицион-
ные материалы (КМ) с металлической матрицей 
[33], т. к. значительно превосходят по своим 
свойствам конструкционные материалы и спла-
вы. Несмотря на то, что проведены обширные 
исследования механических свойств композитов 
с металлической матрицей (модули упругости, 
предел текучести, усталости, ползучесть), в то же 
время их триботехнические свойства изучены 
недостаточно. Результаты исследований усилен-
ного волокнами композита с металлической мат-
рицей [34], показали, что содержание волокон и 
их ориентация являются важным фактором, по-
скольку анизотропия усиливающих волокон 
влияет на анизотропию изнашивания [35]. Теоре-
тические аспекты контактного взаимодействия 

материалов затронуты в работе [36]. Рассмотре-
ны три фазы взаимодействия: упругая, упруго-
пластическая и пластическая. 

 
1.1 Модели контактного взаимодействия 

волокнистых материалов в трибосистемах 
Прежде чем сделать расчет узлов трения из 

гетерогенных волокнистых материалов, необхо-
димо выбрать оптимальные модели расчета, раз-
работать схему решений. Изучение упругого по-
ведения композита сводится к определению мо-
дулей упругости упрочняющих элементов (воло-
кон) и матрицы с учетом ориентации волокон 
матрицы. Строгое определение упругих характе-
ристик композита является довольно сложной 
задачей. 

Приведенный обзор исследований в области 
контактного взаимодействия в узлах трения из 
волокнистых композиционных материалов  пока-
зывает необходимость создания новых матема-
тических моделей, учитывающих расположение 
волокон в матрице в контактирующих композит-
ных телах и их влияние на коэффициент трения.  

Для определения трибохарактеристик во-
локнистых КМ применяется теория как изотроп-
ного и трансверсально-изотропного, так и орто-
тропного тела. Первыми известными работами 
в области трансверсально-изотропного расчета 
упругого тела можно считать [37], [38].  

 

1.2 Математическая модель контактного 
взаимодействия шарового индентора с транвер-
сально-изотропным слоем 

Решение плоских контактных задач для 
анизотропных покрытий представлено, напри-
мер, в [1], [15], [16], [37]–[39]. Существенно про-
двинуты исследования в области асимптотиче-
ских методов расчета слоистых систем примени-
тельно к контактным взаимодействиям в статьях 
и трудах И.И. Аргатова, например [36], но, в то-
же время, процесс реализации задачи на ЭВМ в 
инженерных расчетах с заданной точностью яв-
ляется актуальной задачей. В ГГУ им. Ф. Скори-
ны рассмотрены задачи исследований об опреде-
лении параметров контакта для покрытий из 
композита при вдавливании упругого шарового и 
цилиндрического инденторов. На основании 
аналитических зависимостей в ранее представ-
ленных статьях [40], [41], разработан алгоритм и 
создана программа, реализующая определение 
параметров контакта для покрытия из композита. 
Программа позволяет рассчитать ширину зоны 
контакта, глубину вдавливания, приближение 
для P, давление P(r) и выводит результаты в таб-
личном и графическом виде. 

 

1.3 Анализ научно-технической литературы  
по исследованию  покрытий в материаловедении 
и в технике 

На современном этапе развития машинострое-
ния актуальными задачами являются создание 
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новых термостабильных износостойких слоев с 
градиентной структурой на основе нитридов же-
леза и хрома, а также современная разработка и 
создание новых математических моделей расчета 
напряженного состояния и температуры в по-
крытиях и основаниях. Следует отметить, что 
актуальной научной и практической задачей со-
временного материаловедения является приме-
нение новых методик для повышения твердости 
поверхностного слоя при нанесении простых 
нитридов, изучение упругих, прочностных 
свойств и твердости тонких ионно-плазменных 
покрытий. В современных исследованиях [42], 
[43] представлен анализ методик конечных эле-
ментов (МКЭ), проведены опыты определения 
напряжений и деформаций в модельных образ-
цах в условиях контактного давления и теплово-
го состояния. На рисунке 1.1 представлена кар-
тина распределения напряжений по критерию 
Губера – Мизеса в покрытии без учета касатель-
ных усилий, возникающих при учете трения в 
контакте. Ключевой задачей для разработки и 
создания математической модели расчета напря-
жений и температур в упругих покрытиях явля-
ется определение их модулей упругости и реше-
ния  проблемы упругости тонких покрытий. 
 

a) 

б) 

 
 

Рисунок 1.1 – Распределение напряжений 
в покрытии и основании по расчету МКЭ модель 

Губер – Мизеса [43], а);  
б) – физическая модель для расчета параметров 

контакта в слоистом теле [45] 
 

В работе [44] приводятся формулы для оп-
ределения модуля Юнга Е для пленок CrN. При 
этом важной задачей является корреляция между 
значениями модулей упругости и значениями 
твердости покрытий. Исследования о моделиро-
вании основных механических свойств в покры-
тиях из TiCN, TiAlN, CrN модулей упругости, 
твердости, износа и усталости при контакте 
представлены в работе [45]. Следует отметить, 
что в БНТУ проводятся исследования об 
упрочняющих покрытиях из предварительно 
модефицированной повехности применительно 

к эксплуатации элементов деталей машин. В [46] 
показано, как влияет модификация поверхности 
на механические свойства системы «подложка – 
покрытие» и почему изменяется износостойкость 
и микротведость. А также проведены исследо-
вания о трибологических характеристиках изде-
лий, которые взаимосвязаны со структурой по-
крытий и их механическими свойствами. Анализ 
литературных источников показывает, что теоре-
тически проблема математического моделирова-
ния расчета напряженного состояния и темпера-
туры в покрытиях и основаниях недостаточно 
изучена, создается необходимость теоретическо-
го описания и создания алгоритма расчета таких 
систем с позиций механики деформируемого 
твердого тела. 

Анализ литературы по расчету темпера-
туры для покрытия. В результате контакта ин-
дентора и покрытия в процессе движения проис-
ходит нагрев покрытия и основания, а количест-
во создаваемого тепла определяется деформаци-
онными свойствами материала покрытия, темпе-
ратурой окружающей среды, скоростью дефор-
мации и т. д. Вопрос состоит в создании матема-
тической модели, описывающей температуру и 
напряженное состояние системы «покрытие – 
основание». Так, в работе [47] разработан мате-
матический аппарат решения задач теории тер-
моупругости на основе комплексных потенциа-
лов Колосова – Мусхелишвили. Возможно также 
применение интегральных преобразований для 
решения краевых задач теории термоупругости 
[48]. Суть метода заключается в том, что нахо-
дим решение граничной задачи для ортотропной 
полуплоскости, т. е. распределение температур 
T(x,y) в полупространстве удовлетворяет стацио-
нарному уравнению теплопроводности (здесь 
применяется решение для покрытия с неодно-
родной структурой). Выведено решение для 
T(x,y). Аналогично решаем граничную задачу для 
покрытия, моделируя его как полосу [47], так для 
изотропной полосы имеем  

0

ch( ) ( )
( , ) 2 cos( ) .

ch( )

y T
T x y x d

k h

  
  

  

Для определения компонент тензора напряжений 
строим функцию Грина, а затем решаем задачу 
термоупругости по определенному алгоритму, 
добавляя составляющие компоненты от темпера-
туры, а силовые нагружения на границе заменя-
ем на дискретные постоянные температурные. 
Для более широкого применения данной теории 
считается, что рассматриваемое тело ортотроп-
ное (изотропность получаем как частный случай 
при равенстве упругих направлений, модулей 
упругости). Пусть ортотропное тело занимает 
область (y < 0), ограниченную прямой L (y = 0). 
Найдем напряженное состояние в случае, когда 
температура Т на контуре L задана кусочно-
постоянной функцией. Напряжения 
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 0y xy     всюду на контуре L; 0x y xy     

– на бесконечности. Решение этой задачи  через 
комплексные постоянные представлено в работе 
[47]; комплексный потенциал температурного 
поля определяется функцией 

  0
0 ln ,

2

T a

i a

 
  

  
 

и также находим компоненты напряжений. Не-
которые теоретические результаты для расчета  
распределения температуры как в покрытии, так 
и в основании представлены в работе [49]. На 
основании этой работы возникает возможность 
создания нового алгоритма и программы расчета 
распределения температуры в покрытиях при 
контактном взаимодействии. Например, если 
использовать обзоры и подходы, представленные 
в работах [47]–[51], то можно изучить  вопрос о 
влиянии коэффициента трения на распределение 
температуры для функционально-градиентного 
материала. 

Анализ литературы по расчету напряжен-
ного состояния в покрытии. Изменения напря-
женного состояния в покрытии и влияния упру-
гих свойств основания на параметры контакта 
был разработан, например, в [52]. На рисунке 
1.2. показана реализация расчета при статиче-
ском контакте цилиндрического индентора с ор-
тотропным покрытием на упругом изотропном 
основании. На основании разработанной теории 
расчета покрытий из композитов построена ме-
тодика определения параметров контакта.  

 

 
 

Рисунок 1. 2 – Зависимость относительного 
давления PM / P0 от a / h цилиндрического 

штампа в ортотропное покрытие для различных 
отношений упругих постоянных покрытия 

и основания Ei / E [52] 
 

В последнее время предложен ряд матема-
тических и физических моделей для расчета по-
крытий [50]. Так, в [50], [53] предложена физико-
математическая модель, описывающая деформи-
рование и разрушение функционально-градиент-
ных материалов. Математическая модель кон-
такта между цилиндром и функционально-
градиентным полупространством представлена 
Giannakopoulos и Pallot в [54], подложки в 

покрытиях были изучены Гюлер и Эрдоган [55], 
[56]. Фундаментальные исследования в качестве 
основы механики для контакта градиентных ма-
териалов для осесимметричных моделей функ-
ционально-градиентных полупространств под 
действием сосредоточенной силы или осесим-
метричных инденторов были рассмотрены 
Giannakopoulos и Суреш [57]. Обширный пере-
чень публикаций последних десятилетий, свя-
занный с решением граничных и контактных 
задач для слоистых неоднородных тел анизо-
тропной структуры от теоретических исследова-
ний до практических реализаций и эксперимен-
тов в различных областях теории упругости, 
приведен в диссертации Е.М. Березовской. Ре-
шению контактной задачи с учетом трения в об-
ласти контакта посвящены работы И.А. Солда-
тенкова [58], [59]. В.В. Васильев и С.А. Лурье 
[60] рассмотрели контактную задачу теории уп-
ругости для прямоугольной ортотропной полосы. 
Методом разделения переменных решение зада-
чи сводится к проблеме разложения заданных 
граничных функций на противоположных краях 
полосы в ряды по обобщенным собственным 
функциям. Используя алгебру псевдодифферен-
циальных операторов, находят явные выражения 
для коэффициентов искомых разложений. Кон-
тактная задача для неоднородного (слоистого 
или функционально градиентного) упругого по-
лупространства рассмотрена С.М. Айзикович 
[61] и С.А. Чижиком [62]. В работах [63], [64] 
исследованы задачи по определению напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) слоистой 
системы изотропная полоса – ортотропное осно-
вание. Решена контактная задача о взаимодейст-
вии волокнистого композиционного материала с 
однородным покрытием и цилиндрическим ин-
дентором. В работе [65] исследуется темпера-
турное поле покрытия из градиентных материа-
лов в случае движения индентора по поверхно-
сти. Используя известные теоретические подхо-
ды, составлен алгоритм расчета изменения тем-
пературы в покрытии для различных темпера-
турных параметров, построены графические за-
висимости, например, изменения теплопровод-
ности в зависимости от глубины. В конечном 
итоге задача определения температуры сводится 
к численному решению интегралов, полученных 
из преобразования Фурье. Классические методи-
ки расчета напряженного состояния слоистых 
тел представлены в работах [66], [67]. В основу 
этих работ положен сложный математический 
подход, который усложняет процедуру алгорит-
мизации с целью получения достаточно прием-
лемых инженерных расчетов. 

Обзор литературных источников показал, 
что, исходя из поставленных целей исследова-
ния, имеется возможность успешно решить по-
ставленные задачи: разработать основные теоре-
тические положения об определении температу-
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ры и напряжений в слоистых телах при трении; 
создать алгоритм расчета примеров определения 
напряжений и  температуры в покрытиях; иссле-
довать влияние толщин покрытий и его физиче-
ских параметров на напряженное и деформиро-
ванное состояние в покрытиях.  

Рассмотрим краткую характеристику иссле-
дований и полученных результатов, касающихся 
решения проблемы определения напряженного 
состояния взаимодействующих упругих слои-
стых тел и возникающих в этой связи инженер-
ных задач применительно к расчету деталей ма-
шин из композитов.  

 
 2 Создания методик расчета контактного 
взаимодействия и износа зубьев зубчатых ко-
лес из изотропного и композиционного мате-
риала 
 В применяемой практике машиностроения 
одной из актуальных задач является создание и 
использование материалов, которые отличались 
бы своей износостойкостью и долговечностью, 
что значительно влияет на экономическую со-
ставляющую изготовления и эксплуатацию дета-
лей элементов конструкций. Это, в свою очередь, 
требует разработки более детального подхода к 
новым алгоритмам расчета, базирующегося на 
современном программном обеспечении, кото-
рое позволит выбрать оптимальные свойства 
композиционных материалов.  

В работах [3], [6], [7] рассмотрена реализа-
ция алгоритма и методики расчета износа зубьев 
зубчатого колеса из волокнистого композицион-
ного материала. Теоретической основой реализа-
ции поставленной задачи является решение задач 
о контактном взаимодействии ортотропных ци-
линдров, которые моделируют контакт зубьев 
зубчатых колес [1]–[5]. Следует отметить, что 
расчет параметров контакта (зон контакта, на-
пряжений, износа и т. д.) применительно к рабо-
те таких передач, как зубчатые колеса из компо-
зитов, является многопрофильным, включает 
расчеты, связанные с напряжениями зубьев и 
трибологическими отказами, такими, как износ. 
Для автоматизации процесса расчета на износ 
зубьев, т. е. элементов деталей машин, необхо-
димо создавать современные компьютерные про-
граммы, по которым легко прогнозировать и оп-
ределять ресурс работы такой передачи, делать 
визуализацию результатов в виде графических 
зависимостей, таблиц и т. д. В работах [3], [7], 
[9] была написана программа в среде Delphi, по-
зволяющая строить профиль зубьев зубчатых 
колес, определять зону контакта взаимодейст-
вующих зубьев зубчатых колес, вычислять тол-
щину изношенного слоя, учитывать расположе-
ние волокон в матрице на параметры износа. 

Рассматривается контактная задача о взаи-
модействии зубьев зубчатых колес, считая, что 
их контакт можно моделировать сопряжением 

двух цилиндров с радиусами R1 и R2, прижатыми 
друг к другу силой P. Материалы зубчатых ко-
лес, работающих в зубчатой передаче, различны: 
анизотропный (композиционный) и изотропный 
материал. Схема контакта двух цилиндров из 
волокнистого композиционного и изотропного 
материала представлена на рисунке 2.1. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Схема контакта зубьев зубчатых 
колес из композита [5] 

 
Для определения контактного напряжения 

при взаимодействии ортотропных цилиндров 
величина зоны контакта (полуширина) a опреде-
ляется по формуле [1]: 
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где P – сила давления двух цилиндров; L – осевая 
длина цилиндров (толщина цилиндров); R1 и R2 – 
радиусы двух взаимодействующих цилиндров 
(мм); параметр 
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индексы (1) и (2) – характеризуют материалы 
двух цилиндров, величины 1, 2  для каждого ци-

линдра вычисляются по формулам [1] 
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где постоянные ijS  при плоской деформации 

определяются из [1] следующим образом: 
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индексы 1, 3 модуля упругости E (МПа), коэф-
фициента Пуассона   и модуля сдвига G (МПа) 
характеризуют различные направления. Модули 
вычисляются по зависимостям по правилу смесей. 

Уравнение, описывающее давления p(x) и 
максимальные контактные напряжения в зоне 
контакта a, имеет вид [1]: 
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Расчет зубьев на контактную прочность. 
В работе [17] рассматривается компьютерная 
реализация методики расчета контактных на-
пряжений и перемещений зубьев зубчатых колес 
из изотропного и анизотропного (композицион-
ного) материалов, построенная на основе теории 
Герца [1] и анизотропной теории упругости [2]. 
Получены инженерные формулы расчета на 
прочность: 

 
1

1
,Ht

пр H М доп
p

Wu
Z Z Z

u d


      

где для прямозубых передач (4 ) / 3;Z     

коэффициент торцового перекрытия  
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1 1
1.88 3.2 ,
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1z  и 2z  – количество зубьев шестерни и колеса 

соответственно;  доп  – допускаемое контактное 

напряжение для зубьев (МПа). Обозначения да-
ны работе [17]. 

Одним из главных параметров, характери-
зующих контактное взаимодействие зубьев зуб-
чатых колес, является контактное сближение или 
перемещение. Если материал зубьев колес обла-
дает свойствами ортотропии, то контактное пе-
ремещение v  (мм) определяется по зависимости 
[2]: 
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где q – мера контактного сближения расстояния 
(мм), равная, например, 20a. 

Данная зависимость легко преобразуется в 
формулу для определения контактного сближения 
изотропного цилиндра при 1 2 1     [2], [10]. 

Сближение двух контактирующих зубьев 
  (мм) представляет собой сумму контактных 
перемещений каждого зуба. 

Анализ напряженно-деформированного со-
стояния зубьев с покрытиями в зубчатых коле-
сах из композитов. Целью расчета зубьев зубча-
тых колес с покрытиями из композитов (с твер-
дой смазкой) является установление допустимых 
значений контактных напряжений и деформаций 
для действующей нагрузки и других параметров 
и их соответствия физико-механическим свойст-
вам выбранных материалов пары контакта «зуб 
металлического колеса – покрытие из компози-
та» при принятых геометрических соотношени-
ях, обеспечивающих наибольший срок службы и 
достаточно высокие эксплуатационные свойства, 
получение наибольшей работоспособности зуб-
чатой передачи. 

В последнее время для проектирования зубча-
той передачи стали применяться композиционные 

материалы на основе различных смол, а также 
волокнистые армированные материалы. Расчет 
таких передач при контактном взаимодействии, в 
основном, построен на изотропных свойствах 
материала. Но современные волокнистые компо-
зиты имеют выраженную анизотропию механи-
ческих свойств. Эти особенности необходимо 
учитывать при расчете и конструировании зуб-
чатых колес из композитов. 

В работах [12]–[14] строится математиче-
ская модель расчета напряжённо-деформирован-
ного состояния (НДС) зубьев с покрытиями для 
зубчатых колес из композитов при их взаимо-
действии для системы контакта «зуб металличе-
ского колеса – покрытие из волокнистого мате-
риала на жестком основании» (рисунок 2.2), ис-
пользуя в основе математическую теорию упру-
гости анизотропного тела. 

 

 
 

Рисунок 2.2 – Схема, моделирующая контакт 
зубьев с покрытием 

 
Расчет НДС металлических деталей с по-

крытиями из композита по схеме «бесконечная 
упругая полоса, адгезионно связанная с жестким 
основанием». Контакт зубьев с покрытием моде-
лируется в виде контакта двух цилиндров, один 
из которых имеет покрытие из композита (рису-
нок 2.2). 

Разработана программа для расчета НДС 
ортотропной полосы на упругом основании [1], 
[2]. Из работы следует, что напряжения y  прак-

тически линейно убывают по глубине, а напря-
жения x  имеют максимальные значения на по-

верхности при 0y   и на границе раздела с же-

стким основанием.  
Разработан алгоритм и создана программа, 

реализующая решение задачи об определении 
напряжений в покрытии из композита зуба зуб-
чатого колеса при контакте с металлическим. 
Представлена методика расчета напряженно-
деформированного состояния упругих тел из 
композитов, в частности, зубьев зубчатых колес 
из современных композиционных материалов на 
основе теории о математических моделях орто-
тропных и функционально-градиентных мате-
риалов (ФГМ) [13]. Построены графики зависи-
мости напряжений по глубине от поверхности 
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контакта для различных материалов, показано 
хорошее соответствие для предельного случая – 
изотропии материала. На рисунке 2.3 показаны 
линии уровня максимальных касательных на-
пряжений τmax / p0 для функционально-гради-
ентного материала с заданным действующим 
давлением на границе  

 

 
                      а)                                        б) 

 

Рисунок 2.3 – Линии уровня максимальных 
касательных напряжений τmax / p0 для ФГМ 

при k = 0 (а); k = 0,5 (б) [13] 
 

По приведенным зависимостям и графиче-
ским иллюстрациям можно легко определить 
возникающие максимальные напряжения при 
контакте жесткого цилиндрического тела с упру-
гой полуплоскостью из вышеуказанных мате-
риалов, то есть для ортотропии и ФГМ. Анализ 
вычисленных напряжений τmax / p0 показал, что 
изменение закона распределения давления, дей-
ствующего на поверхности полуплоскости из 
ФГМ, незначительно влияет на окончательный 
результат, поэтому для оценки возникающих 
напряжений можно применять более простую 
зависимость.  

Расчет параметры контакта «вал – втул-
ка» для подшипников скольжения из композитов. 
В процессе исследований [9] создана математи-
ческая модель, которая применяется при разра-
ботке алгоритма инженерного расчета давления 
при контактном взаимодействии для системы 
«вал – втулка» из волокнистого материала рас-
положеннго перпендикулярно, параллельно и 
радиально оси втулки» (рисунок 2.4). 
 

 
          а)                          б)                   в) 
 

Рисунок 2.4 – Расположение волокон во втулке 
по отношению к её оси (φrz и хуz – цилиндриче-

ская и декартова системы координат) [9]:  
а) перпендикулярно; б) параллельно;  

в) радиально 
 

Математические модели расчета кон-
тактных параметров для подшипников сколь-
жения из волокнистых композитов. Представлен 
расчет напряженного состояния ортотропного 
тела при взаимодействии вала с втулкой компо-
зита [9], подверженного воздействию поверхно-
стного давления р, распределенного в соответст-
вии с законом 

2 2 2
0 0( ) , 2 / ( ) ,p x p a x p P L a     

где R1 и R2 – радиусы двух взаимодействующих 
тел – втулки и цилиндра (мм); P и L – действую-
щее усилие и длина цилиндра, параметр m вы-
числяются по выше приведенной формуле.

                  

 
Величина зоны контакта при сопряжении 

рассматриваемых упругих ортотропных тел оп-
ределяется по формуле:   

1 2

1 2

2
.

( )

PR R
a

mL R R


 
 

Для оценки применимости формул, опреде-
ляющих параметры контакта для внутреннего 
взаимодействия изотропного цилиндра с орто-
тропной втулкой, сделана оценка применимости 
формул аналогично, как сделано в работе [19]. 

 
3 Методы математического программи-

рования и конечных элементов при исследо-
вании качения и зоны контакта автошины 
с основанием  

Для описания и анализа контактных про-
цессов, происходящих при качении автомобиль-
ных колес по основанию и механизма изнашива-
ния автошин колес, были рассмотрены задачи о 
математическом моделировании процесса каче-
ния двух ортотропных (из композитов) цилинд-
ров с параллельными осями, прижатых друг к 
другу с силой P, и их реализация в виде компью-
терных программ. Решение данной проблемы 
позволяет оценить влияния механических и уп-
ругих свойств армированной шины колеса.  
В связи с построением решения данной задачи 
возникает и другая проблема расчета напряжен-
но-деформированного состояния армированной 
шины и определения дискретных зон контакта в 
системе взаимодействия «шина – основание».  
Разработана теоретико-экспериментальная мето-
дика на базе МКЭ и проведения опытов на осно-
ве современных технических достижений скани-
рования зон контакта (например, фотопринт) или 
сбор сигналов от пьезодатчиков давления и об-
работка их на компьютере. 
 Программа, реализующая определение зоны 
контакта напряжений и перемещений построена 
на основе МКЭ, в которой используются экспе-
риментальные исследования, например, приме-
няя фотопринт [9], рисунок 3.1. Разработан алго-
ритм и создана программа, реализующая опреде-
ление напряжений в контактирующих телах.  
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Рисунок 3.1 – Схема расчета параметров 
контакта [7] 

 
Результаты экспериментального исследова-

ния о взаимодействии шины колеса с основани-
ем, а также определения размеров зоны контакта 
и деформативности  шины, получены вследствие 
опытов в ИММС НАН РБ [20], [21]. Так как дав-
ление в зоне контакта распределено неравномер-
но, то зона контакта является дискретной и раз-
личная в цветовом диапазоне, рисунок 3.2. 
 

 
 

Рисунок 3.2 – Эпюра изменения давления при 
контакте шины колеса [10] 

 
4 Создание математических моделей и 

методов расчета напряженно-деформирован-
ного состояния слоистых систем из компози-
тов для статических и динамических задач  

На основании проведенных совместных ис-
следований в Гомельском государственном уни-
верситете имени Ф. Скорины и Институте меха-
ники НАН Республики Армения по вопросам 
создания математических моделей и методов 
расчета напряженно-деформированного состоя-
ния слоистых систем из композитов для статиче-
ских [68] и динамических задач [69], [70] меха-
ники неоднородных структур построена теория и 
алгоритм инженерного расчета, новые методики 
решения задач взаимодействия для слоистых 
систем из композитов, созданы современные 
инженерные методики расчета слоистых систем 
с учетом вязкоупругих физико-механических 
характеристик материалов, что позволяет эффек-
тивно применять новые инженерные подходы 

в машиностроении для расчета конструкций, 
подвергающихся силовым нагружениям.  

На основании совместных исследований, 
отраженных в работе [68], предложены методы 
нахождения напряженно-деформированного со-
стояния различных покрытий из композитов, 
методы повышения триботехнических свойств 
сопряжений, используя материалы, упроченные 
путем армирования дисперсным или волокни-
стым наполнителем. Для расчета различных мо-
делей расположения волокон в покрытии пред-
лагается использовать метод граничных элемен-
тов. Построенный алгоритм расчета слоистых 
систем для тел неоднородной структуры [68] был 
апробирован для создания математической мо-
дели расчета изменяющегося давления при кон-
такте жесткого цилиндрического индентора с 
вязкоупругой изотропной полосой жестко скреп-
ленной с ортотропным основанием [6].  

Что касается исследований волновых про-
цессов, происходящих в слоистых телах, то ос-
новательная теория была построена и отражена в 
совместных исследованиях, представленных в 
работах [71], [72]. Так, в работе [72] предлагается 
математическая модель для исследования влия-
ния свойства тонких покрытий на характеристи-
ки упругого волновода. Получены зависимости, 
определяющие фазовые скорости в изотропном 
слое с покрытием с различными геометрически-
ми и физическими характеристиками. Построены 
асимптотические формулы, определяющие зави-
симость фазовой скорости от частоты, т. е. дис-
персию. Установлено, что выбором упругих 
свойств покрытий можно увеличить или умень-
шить фазовые скорости сдвиговых волн. Значи-
тельное продвижение по вопросу изучения ди-
намики пьезоэлектрических поверхностных волн 
сдвига вблизи границы с несовершенной связью 
между слоем и полупространством доложено и 
обсуждено на Международной конференции 
«Проблемы взаимодействия деформируемых 
сред» (1–6 октября 2018 г., г. Горис, Республика 
Армения), посвященной 75-летию Академии на-
ук Республики Армения [71]. При исследовании 
основное внимание уделяется распространению 
поверхностных волн сдвига в слоистых пьезоке-
рамических средах (слой и полупространство) с 
несовершенной связью.  

Проведенные совместные исследования да-
ют основу для построения дальнейшего углуб-
ленного и перспективного направления исследо-
ваний. Проблема аналитического и численного 
исследования задач механики деформируемого 
твердого тела в случае тел сложной геометрии и 
неоднородного строения (слоистых систем, из-
делий и покрытий из композиционных материа-
лов) представляет практический интерес и пред-
полагает не только исследование деформационных 
процессов, инициированных интенсивными 
импульсными нагрузками при контактном 
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взаимодействии, но и моделирование волновых 
процессов, приводящих в конечном итоге к час-
тичному или полному разрушению тела. Реше-
ние этой важной научно-технической проблемы 
является перспективным направлением для даль-
нейшего развития современных методов расчета 
элементов конструкций из композиционных ма-
териалов. Основная научная сущность развития – 
это создание аналитическо-численного решения 
задач динамики элементов механических и слои-
стых систем, изделий и покрытий из композици-
онных материалов с учетом особенностей кон-
тактного взаимодействия и физико-механичес-
ких характеристик материалов с учетом вязкуп-
ругости [73], [74]. 

Практические результаты по исследованиям 
трибологических параметров для  элементов де-
талей машин на примере нахождения закономер-
ности изнашивания упрочненной ионами азота 
аустенитной стали 12Х18Н10Т, полученные со-
вместно с институтом ОИМ НАН РБ, представ-
лены в работах [8], [15]. Для слоистого материа-
ла «высокопрочное покрытие – основа» с разли-
чающимися значениями толщины упрочнённого 
слоя проведено конечно-элементное моделирова-
ние напряжённо-деформированного состояния, 
формирую-щегося при трении. Показано, что с 
уменьшением толщины покрытия регистрируется 
существенное возрастание уровня сдвиговых на-
пряжений, действующих в основе при трении [15].  

Получены результаты исследований о чис-
ленном моделировании с помощью метода ко-
нечных элементов, расчета и анализа напряжен-
ного состояния в слоистом теле (изотропное уп-
ругое покрытие на упругом основании [8]) при 
взаимодействии цилиндрического индентора с 
упругим покрытием с учетом трения. Исследова-
ние направлено на изучение механизма износо-
стойкости высокохромистых сталей, модифици-
рованных ионами азота при различных темпера-
турах. 

 
Заключение 

 Представленный обзор исследований, отра-
женный в научно-технической литературе о три-
бологических взаимодействиях элементов машин 
из композитов, показал, что определения пара-
метров контактирующих тел зависит от множе-
ства факторов. Поэтому для описания методики 
и автоматизации расчетов и иллюстрации схем 
работы элементов машин необходимо создавать 
новые компьютерные программы, разрабатывать 
инженерный расчёт НДС взаимодействующих  
тел при контакте с дорожным основанием (по-
крытием). На основании методов математическо-
го программирования и численных расчетов по 
МКЭ напряженного состояния упругих волокни-
стых тел углублено разрабатывать алгоритмы 
решения задачи качения цилиндров из компози-
тов и расчеты элементов деталей машин. 

Для успешного использования на практике алго-
ритмов и программ для вышеуказанных исследо-
ваний нужно решить следующие задачи: 
 – разработать новые математические моде-
ли и методы исследования динамических про-
цессов в упругих элементах машин и конструк-
ций, возникающих при контактировании тел из 
композитов; 

– создать алгоритмы и методики расчета 
НДС слоистых систем из композитов с учетом 
трибологических эффектов; 

– создать аналитически-численные алго-
ритмы расчета НДС анизотропных слоистых 
систем, изделий и покрытий из композиционных 
материалов с учетом физико-механических ха-
рактеристик материалов в новых магнито-
электрических средах; 

– создать современные инженерные мето-
дики расчета контактного взаимодействия слои-
стых систем с учетом динамики элементов, ме-
ханических анизотропных и вязкоупругих харак-
теристик конструкционных материалов. 
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