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Статья посвящена линейной задаче о бесконечно малых изгибаниях по­
верхности с изолированной точкой уплощения. Поверхность рассматрива­
ется локально (в произвольной окрестности этой точки).

Непосредственной целью статьи является изучение вопроса о том, как 
влияет уплощение поверхности на ее локальную линейную изгибаемость, 
т. е. па обширность допускаемого ею множества бесконечно малых изги­
баний. При этом предполагается, что бесконечно малые изгибания принад­
лежат некоторому классу регулярности Ст, 2 т < °°, С” или СА (при­
надлежность СА означает аналитичность). Отметим, что в работе (*) дока­
зано существование аналитических поверхностей с точкой уплощения, 
локально жестких в классе СА.

В настоящей статье допускаются деформации из более широких клас­
сов регулярности Ст, С°°. Но, с другой стороны, мы ограничиваемся рас­
смотрением поверхностей вращения

Z = (х2 + у2)п/2 (1)

в окрестности точки 0(0, 0, 0). Здесь п — любое действительное число, 
п > 2. Мы хотим рассмотреть картину возможных явлений хотя бы на 
этой модельной задаче.

Известно, что среди поверхностей (1) имеются как нежесткие в классе 
СА (например, при п = 4; см. (2)), так и локально жесткие в классе СА (на­
пример, при га = 10; см. (3)). В настоящей статье указывается конструк­
ция, которая разделяет все поверхности (1) на два множества: локально 
жестких и локально нежестких в классе СА; см. ниже. Первое множество 
содержит почти все поверхности (1) (второе счетно). Доказывается, что 
всякая поверхность (1), локально жесткая в классе СА, является локально 
жесткой в классе С°°. Устанавливается, что аналогичное утверждение для 
класса С”, гаг < °°, соблюдается приближенно. Подробные формулировки 
этих результатов даются дальше.

Условимся говорить, что бесконечно малое изгибание {g, T], '£} поверх­
ности (1) принадлежит классу С5, q = гаг, °° или А, если хотя бы только 
третья его компонента t = t,{x, у) принадлежит Cq (при четном натураль­
ном га отсюда последует g, т] е С9).

Заметим, что бесконечно малое изгибание {£, г), с} является тривиаль­
ным, если функция £ линейна: £ = ах + by + с. Рассматривая бесконечно 
малое изгибание с точностью до тривиальной составляющей, обеспечим 
нормировку: £(0, 0) =^(0, 0) =^(0, 0) =0. Тогда тривиальные изгиба­
ния суть те и только те, для которых £ (х, у) = 0.

Поверхность (1) назовем локально жесткой в классе С9, q = т, °° 
или А, если для любой окрестности V точки (0, 0) из £(гг, у) сле­
дует U.X, у) 0, (х, у) <= V.

Пусть к > 3 — фиксированное целое число и Nk — конечное множество 
вещественных (рациональных) чисел п > 2, которые определяются по фор-
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(2)

муле

Пусть N = U Ж. Обозначая любую поверхность вида (1) буквой S, бу­

дем различать поверхности вида So и вида St, для которых соответственно 
п е Л? и п N.

Теорема 1. Поверхности вида So нежестки, а поверхности вида St 
локально жестки в классе СА.

Теорема 2. Пусть 7/г > 2 — любое натуральное число; тогда для лю­
бой поверхности S существуют окрестность точки (0, 0) и нетривиальное 
бесконечно малое изгибание, которое в этой окрестности принадлежит 
классу Ст.

Теорема 3. Для поверхности вида Si бесконечно малое изгибание 
класса Cm, пг^ 2, является малой величиной O(rhn- m+') при г-+0, где

п —-2

и k„, m определяется из соотношения

2

п — 1

Теорема 3 допускает не только асимптотическое, но и количественное 
(оценочное) выражение. Именно, справедлива

Теорема 4. Для поверхности вида Si предположим, что у) е Ст 
и что на окружности r=R имеет место оценка |£| М. Тогда для любой 
точки (х = г cos ф, у = r sin ф), г < R,

(3)

Теорема 5. Поверхности вида 5, локально жестки в классе С°°. 
Будем пользоваться основным уравнением (см., например, (4)):

(4)
Напишем уравнение (4) для поверхности (1) п перейдем к полярным ко­
ординатам х = т cos ф, у = 7-sin мы получим

7-2£гг + (и — + (и — 1) = 0. (5)
Пусть U — круговая окрестность точки (0, 0). Предполагая Дх, у) ^C-(U'), 
разложим Дх, у) в ряд Фурье. Для коэффициентов Лй(г), ВДг) этого 
ряда, вследствие уравнения (5), получается система обыкновенных диф­
ференциальных уравнений. Интегрируя ее прп условии ограниченности 
ЛЛ(г), ВДг) в точке г = 0 и с учетом нормировки Дх, у) (см. выше), по­
лучим

Ио(г) =АДг) =ВДг) =0,
АДг) = ahr\ ВДг) = bkr"k, к >2,

где ак, Ьк — произвольные постоянные и

Отсюда имеем общее решение

£ Д’ У) = S Ди cos к<Р + Д sin Щ r^. 
k~2

(7)

Замечание. При n = 2, когда уплощения нет, vh = к и (7) дает ана­
литическую функцию.

29



Доказательство теоремы 2. Каждая гармоника ряда (7) оп­
ределяет бесконечно малое изгибание поверхности S. Для тех значений к, 
для которых ■v(!> т, соответствующее изгибание принадлежит классу Ст.

Доказательство теоремы 1. Предположим, что при некотором 
п поверхность (1) в окрестности точки (0, 0) допускает аналитическое 
изгибание {с, р, £}. Пусть

оо

7П=2

где Ф(т) (х, у) — однородная форма степени т. Тогда, ввиду специфики 
уравнения (1), каждая из этих форм есть решение уравнения (4) для 
поверхности (1). Рассмотрим одну из них и положим х = г cos <р, у = г sin <р. 
Получим

Ф<т’(а;, у) =г“/(Ф), (8)

где /(<р) — регулярная периодическая функция с периодом 2л.
Из (8) и (5) имеем

(п — 1)/"(<р) + (т2 — 2т + тпга)/(ф) = 0. (9)

Отсюда
т2 — 2т +тп = к2(п — i), (10)

где к — целое число.
Очевидно, т < к2 < т2-, следовательно, к > 3.
Из (8) и (9)

ф(м) (ж, у) = rm (a* cos к<р + bk sin Аир).

Из (10) найдем m=\’h. Таким образом, поверхность вида (1) допуска­
ет аналитическое бесконечно малое изгибание тогда и только тогда, когда 
хотя бы одна гармоника ряда (7) является аналитической функцией. 
Но для этого необходимо и достаточно, чтобы при некотором к было

х\ = к+2р, (И)

где р — натуральное число. Тогда

rvft(akcos fccp + bk sin kq) = [ak Re (x + iy)k + bh Im (x + iy)h] (x2 + y2)p.

Далее, из (6) k<vh<k2-, яз (И) 0 < p < ’/г {к2 — к). Отсюда после со­
вместного решения (6) и (11) относительно п найдем (2). Теорема 1 до­
казана.

Доказательство теоремы 3. Пусть поверхность относится к 
виду St. Тогда (И) невозможно. При этом условии, если t,(x, у) <^Ст, 
т^2, то в выражении (7) а2 = &2=... = акпт = Ькпт = 0, где натуральное 
число кп,т определяется неравенствами vl!n т т m+1. Следовательно,

Доказательство теоремы 4. При условии теоремы 4 из формул, 
определяющих коэффициенты Фурье, имеем для ряда (7)

|щ|, \bh\<2М / R'1'-

Отсюда и вследствие у) ^Ст имеем из (7)



Из (12) с учетом неравенства vsi?; — > р получаем оценку (3).
Доказательство теоремы 5. Для круговой окрестности точки 

(О, 0) имеем t,(x, у) вследствие t,(x, у) е=С°° и теоремы 4 (или теоре­
мы 3). Но тогда ^(х, у) = 0 в любой окрестности, так как, ввиду эллипти­
ческого характера задачи вне точки (0, 0), функция ^(х, у) аналитична 
во всех точках (х, у) (0, 0).
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