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В последнее время интенсивно изучаются классы пространств, топо­
логия которых полностью определяется подпространствами более простоя 
природы; таковыми являются /с-пространства, квази-/с-пространства, сек­
венциальные, с-пространства и другие. В настоящей заметке дается об­
щая схема такого построения. Большинство аналогичных результатов для 
A-пространств доказаны А. В. Архангельским (*),  для секвенциальных 
С. П. Франклином (5,6), но наши доказательства намного прозрачнее, 
так как совершенно не используют конкретную структуру базисных про­
странств.

* Аналогичное утверждение для двойственного понятия уже неверно.
** Ср. со слабой топологией относительно покрытия (12).

*** Отображение f: X -> У называется псевдооткрытым, если выполнено одно из 
следующих эквивалентных друг другу условий: а) Для всякой окрестности Of-'у 
полного прообраза любой точки у е У всегда у е Int iOr'y. б) Для всякого Г'с!' 
/[/-‘У': f-'Y' -> Y' факторное, в) Если у е [В], то ф (!,:).

1. Вспомогательные утверждения. Если на множестве X 
задано покрытие у топологическими пространствами (Г, Уг), то на X 
существует максимальная (она будет наибольшей, а потому единствен­
ной) топология Ух(у), ограничения которой на элементы покрытия 
мажорируются исходными топологиями: УА(у) |Г s 2ГТ*.  Ее можно оп­
ределить так: Ух(у) = {^: U П Г е VTv для всякого Г еу} **.  Например, 
если покрытие у дизъюнктно, то ТГА(у) = ®УГ; если каждое Г=Х, то 
Ух (у) = П ЕГ?. Если вместо исходного покрытия у={(Г, Уг)} взять 
у' = {(Г, У х(у) | Г)}, то топологии У (у) и У (у') совпадут.

Определим оператор псевдозамыкания Е5 относительно покрытия у: 
ГДЛ/) =U {[Г П М ].5ТГ: Геу}. Тогда множество М замкнуто в У (у) в 
том и только том случае, если F^M) ==М. Трансфинитным процессом оп­
ределяем оператор ТЕ так: если £ изолированный, то ТЕ {М) = F,L (М)); 
если £ предельный, то F^M) = U Fri(M). Первый трансфпнит t, на кото- 

ром процесс стабилизируется (это заведомо наступит при |g| > |М|, при­
чем тогда FiAJM) — , называется рангом покрытия у: г (у) = £.

Т е о р е м а 1. Пусть / : (X, У (у)) ->• (У, Уг) — отображение.
Тогда 1) Если f факторное, то AT Y = У (/у), еде fy={(fT, Уу|/Г): 

гу}.
2) Если / псевдооткрыто***,  то ЕГ Y = У (/у) пг(/у)<г(у).
3) Если ЕГ Y = У(/у) и /|Г факторное для каждого Г е у, то f также 

факторное.
4) Если ЕГ у = ЕГ (/у), /| Г псевдооткрыто для каждого Геу и г(/у) = 

= 1, то f псевдооткрыто.
Теорема 2. Пусть f : X У — {многозначное) отображение.
Тогда-. 1) Отображение f непрерывно в {ЕГА-(у), Уу) тогда и только 

тогда, когда / | Г непрерывно для каждого Геу.
2) Отображение замкнуто в {ЕГ х-, ЕГХ{\)) тогда и только тогда, когда 

f | /~‘Г замкнуто для каждого Геу.

1025



Теорема 3. Для покрытия у= {(Г, ST т)} топологического простран­
ства (Х,Жх) рассмотрим естественное отображение <рт: ®(Г, Ж ?) -*■  
-(Х,Жх).

* Открытое множество V регулярно вложено в X, если для всякой точки х е U 
найдется окрестность Т’х, лежащая в U с замыканием [Кж] £= U.

Тогда условия па и по эквивалентны'.
1а) Отображение срт непрерывно.
16) Ограничение tpv ] Г является уплотнением для каждого Ге^,
2а) Отображение <pv факторное.
26) 2Гх(ч) = ЖХ.
За) Отображение срт псевдооткрыто.
Ж)Жх<х) = Жхиг(у) =1.
2, Общая теория. Покрытие ст = {5} топологического простран­

ства (X, Ж) называется определяющим (ранга |), если Ж = Ж (ст), где 
о = {(5, Ж\ S)} (г (о) = £). Так, всякие замкнутые наследственно консер­
вативные, замкнутые локально конечные, открытые покрытия являются 
определяющими (ранг последних двух равен 1). Если о = {S} — опреде­
ляющее покрытие (X, Ж) ранга g, a cts — определяющее покрытие 
(S, iX'IS) ранга £s, то покрытие пространства Ucts является определяю­
щим ранга X sup gs.

Если покрытия о и о' таковы, что для каждого S е ст найдется S' <= о' 
такой, что S' з S, то ст' определяющее ранга если таково ст; в частно­
сти, если для каждого элемента некоторого определяющего покрытия 
существует элемент, дизъюнктный с ним, то дополнительное покрытие бу­
дет определяющим того же ранга.

Зафиксируем некоторый класс Ж топологических пространств (одно­
точечное пространство принадлежит Ж). Для каждого пространства X че­
рез Стх(<%’) обозначим все подпространства X класса Ж. Скажем, что 
X е кЖ, если стх = 2х; X <= 1Ж, если открытые ядра стА- образуют базу то­
пологии Ж Х^ЖД, если Стх определяющее покрытие; Х^Ж\, если ох 
определяющее и г(стА) «С g; X «= FU, если X пространство Фреше — Урысо- 
на. Ясно, что кЖ = Ж 1Ж е Жi s Ж\ s Жкроме того, если Ж s Ж's 
s Ж^Ж" ^Ж„, то РЖЖ ^к(Жд — кЖ" ^Ж, =Ж^ЖК = 
_  ЧР f 'W _  ЧР ,г--  Л £ — Л со --  «/too «

Теорема 4. Условия 1—4 и 5—6 эквивалентны'.
1) Х^ЖЬ
2) Существует покрытие ст = {5} пространства X элементами класса 

Ж\. S е Ж*  такое, что Int ст = {Int5: 5 е ст} — также покрытие.
3) Существует открытое покрытие пространства X элементами Ж^.
4) Существует замкнутое локально конечное покрытие пространства X 

элементами Жл.
5)
6) Существует замкнутое наследственно консервативное покрытие 

пространства X элементами Ж
Теорема 5. Если класс Ж замкнут относительно перехода к замк­

нутым (открытым) подпространствам, то и классы Ж\ таковы', кроме того 
классы Ж1 замкнуты относительно перехода к открытым регулярно вло­
женным подпространствам *.

Семейство ст подмножеств X из класса Ж называется Ж-базой, если 
для всякого S е ах(Ж) найдется S' е о, содержащий S. Минимум мощ­
ностей JJf-баз называется J^-весом (ХоХ); ЖюХ = 1 тогда и только 
тогда, когда Х^Ж. Из всякой JJf-базы можно выбрать J^-базу мощности 
ЖиэХ. Всякая J^-база пространства X класса Ж-ДХ — ЖЖ является обра­
зующим покрытием ранга Отображение /: X Y пространства X
класса Ж^ (на пространство Y класса Ж«,) непрерывно (замкнуто), если 
оно непрерывно на элементах некоторой Ж-базы X (замкнуто на полных 
прообразах элементов некоторой эУ-базы У).
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Отображение f: X Y называется ХЖ- (У34”)-отображением, если 
/_1ог s аУ (Jif)). Отображение, являющееся одно­
временно XJ^-отображением и ХЖ-отображением, называется J$f-oTo6pa> 
жением. Если /ax(J^) =c?(7/j, то отображение / называется ^-накры­
вающим. При ХЖ-{ХдЖ)-отображениях образ (прообраз) J^-базы являет­
ся JSf-базой; поэтому JJf-вес не увеличивается (не уменьшается) при 
ХЖ- (УТУ) -отображениях.

Если класс Ж замкнут относительно перехода к непрерывному образу 
и произведению в числе сомножителей : и, то 11 Ха<11Жи>Ха,

Под Ж-лидером X пространства X понимаем множество X с топологи­
ей Жахщ:у (X, ЖвХ{М~)) = X. Тождественное отображение X-+X яв­
ляется уплотнением, а ограничения на элементы <тА- — гомеоморфизмами, 
значит, JSf-лидер принадлежит классу Жт. В предположении, что класс Ж 
замкнут относительно уплотнений, Jif-лидер является наименьшим (а по­
тому единственным) пространством класса Ж^, уплотняющимся на X, 
а Арх является Ж-уплотнением; если же Ж замкнут при переходе к непре­
рывным образам, то переход к ^-лидеру функториален *.  В этом случае 
класс Жж (JSf5) замкнут относительно перехода к факторному (псевдоот- 
крытому) образу и Ж„ (Ж1) совпадает с классом факторных (псевдоот- 
крытых) образов 1Ж.

* Т. е. если /: X -> У непрерывно, то и f: Х->- X непрерывно.
** g’ — коконечная топология.

*** Введены другим способом П. Мейером (7).

Через С(Х, У) обозначим пространство непрерывных отображений в 
■^-открытой топологии. Отображение / : X -> Y индуцирует взаимно одно­
значное отображение С (У, Z) -+C(X,Z), которое непрерывно (откры­
то), если /—У7$?-отображение (б/’-накрывающее). Аналогично работе 
Н. Е. Стинрода (9) можно строить теорию категории класса Ж

3. Примеры и частные теоремы. Если класс Ж состоит со­
ответственно из одноточечного пространства, ^-пространств, пространств 
мощности га, то Ж«, = Ж,, состоит из дискретных пространств, 7\-прост- 
ранств, пространств тесноты =^га, а топология J^-лидера дискретна, 
Ж х = Ж к V **,  тесноты ш.

Особенный интерес представляют пространства, обобщающие секвен­
циальные; ш-секвенциальные, /с (га)-пространства, ш-квази-/с-пространства, 
исходными классами Ж для которых служат соответственно пространства 
веса =Сш, бикомпакты веса =£га, га-компактные пространства ***.  По-види- 
мому, все результаты о секвенциальных пространствах переносятся на тот 
пли иной класс таких пространств. Заметим, что класс га-секвенциальных 
пространств совпадает с ^и(т+).

Теорема 6. Для регулярного пространства X эквивалентны сле­
дующие утверждения:

1) X локально at-компактно.
2) ix X g факторное для всякого факторного g с ^-секвенциальным 

прообразом.
3) 1л- X g факторное для всякого замкнутого k-накрывающего отобра­

жения g с прообразом — паракомпактным 7с (га) -пространством.
4) Для всякого к (га) -пространства У произведение XX Y ai-квази-к- 

пространство.
5) Для всякого паракомпактного k (at)-пространства Y произведение 

X X У квази-к-пространство.
Теорема 7. Для регулярного к (at)-пространства X эквивалентны 

следующие утверждения:
1) X локально at-компактно.
2) Для всякого k(at)-пространства У произведение XX Y — к(т)-про­

странство.
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3) Для всякого паракомпактного k(m)-пространства произведени- 
X X Y — квази-к-пространство *.

* Теоремы 6 n 7 для секвенциальных и «-пространств доказаны Д. Коэном (4) 
Э. Майклом (8) и И. Танака (и). Для первого следствия (1 =s~ 2) нужно воспользо­
ваться небольшой модификацией леммы 4 А. П. Комбарова (3), остальные импликацш 
почти дословно повторяют (8).

** Счетный случай доказан Н. Ноблом (9).

Теорема 8 **.  Пусть уХ., < nt, тогда Tm(f{xa) ы-Фреше—Уры- 
сона, где = sup {х (ж, X): х <= X},

2т (П Ха) = {z = (хД р= П Ха: | {а: ха =4= х*}  | - ' »}•

Теорема 9. Для всякого пространства X эквивалентны-.
1) X локально бикомпактно.
2) Для всякого локально бикомпактного пространства Y произведени-с 

X ХУ — ki-пространство.
3) XXZ)m —ki-пространство, где m = exp | X |.
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им. М. В. Ломоносова . 22 III1972
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