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1. Пусть рассматривается функция двух комплексных переменных, 
представленная рядом

оо
t(z, w)= 2 a4lexp(jiftz + vtu>), (1)

k, /=0
где 0 еС Цо < Ц1 < . . . ОО, 0 sC Vo < Vi < . .. -> ОО,

lim = lim = 0, а00 =j= 0,

сходящимся в полной трубчатой области (*, 2)
Тв — В + iR2 = {(z = х + iu, w = у + iv) <^C2: (x,y) <= B}.

Обозначим через г,, r2 сопряженные, а через c4, c2 максимальные абс­
циссы сходимости ряда (1) по z и w соответственно. Числа г2 удовлет­
воряют соотношению (2,3)

ibS 11МЕу. + у.=|)
k, 1-™ + vz (2)

Если сь с2 конечные, то
В ^В„= {(х, у): х Сг, у < с}. (3)

Для сходимости ряда (1) в области Тв, где В удовлетворяет условию 
(3), необходимо и достаточно, чтобы ряд

3 «и ехР (1Чг + viW) (4)
k, 1=0

сходился в области Тв„ где Во = {(«, у): х < 0, у < 0}, а

4г(7Д = sup ехр (цйж + v;y),
(х. у)ев

в чем можно убедиться, используя (4). _
2. Пусть Et = {(щ, vt): аы У= 0}, Qf — выпуклая оболочка множества 

Ef. Для каждой точки (щ, v;) е Ef построим в пространстве R3 перемен­
ных ц, v, X точку v;, —In | ам|). Через Ф обозначим выпуклую обо­
лочку множества всех точек Ры. Пусть далее

х(_п, v) = inf j.;
(Р, м, Х)еФ

тогда выпуклую поверхность S)/, описываемую уравнением

X = x(p,v), (p,v)e^,

назовем диаграммой Ньютона ряда (1).

S04

(5)



Теорема 1. Функция и(р, v) определена на множестве Qf тогда 
и только тогда, когда максимальные абсциссы сходимости ряда (1) удов­
летворяют условиям ct > ■—оо, с2 > —оо.

Введем функцию ^(ц, v) = ехр(—x(p, v)), определенную и непре­
рывную на Qf. Ряд

г'оо
SK/(z, w)= 2 Tki<wp(ukz(6) 

k, i=n
где Ты = Т(щ, v;), назовем мажорантой Ньютона ряда (1). При 
этом |щ,| sj Ты.

Обозначим через Е^ множество всех точек вида (pft, гг) Qf. При­
соединим к Esfjif точку (0,0). Рассмотрим в плоскости pv множество пря­
мых вида р + v = s, s 0, проходящих через точки (щ, v() e=E%tf 
и пересекающих координатные оси в точках (sn, 0) и (0, sn), где 0 = sa <6. 
< S1 < S2 < . . ОО.

Введем вспомогательный ряд
сю

g & w)= 2 ьп 2 exp (skz + SfW), 
n=o »k+sz=sn

где bn = max | ам | и его мажоранту Ньютона
p-fc+'-'г =sn

(7)

®^(z,w)=2^ 3 exp(skz + siwY (8)
n=0 SK+S;=Sn

При этом bn tn. Рассмотрим также ряд
оо 

■ф (®) = 2 Ьп ехР (9)
П=0

При пересечении диаграммы Ньютона ряда (7) с плоскостями рХ 
или получим диаграмму функции ф(г) или 1р(и?) соответственно. 
В частности, ряд

®ф (со) = 2 ехР
п=0

(10)

является мажорантой Ньютона ряда (9) С).
Лемма. Для всех к, I, п, связанных соотношением р;, тг = sn, имеет 

место неравенство
| Щ; | Ты ‘ Л tn. (11)

Теорема 2. Если ряд Дирихле (1) сходится в области Тв, то его 
мажоранта Ньютона 8Л/ сходится в той же области.

Для доказательства теоремы достаточно показать, что если ряд (1) 
сходится в области ТВг, где

Вг = {(ж, у): х < г„ у < г2},
а П, Гг — сопряженные абсциссы сходимости ряда (1), то ряд (6) также 
сходится в области ТВг.

Пусть ряд (1) сходится в области ТВа. Тогда

lim = lim
n—>oo

= 0,n
s n

(12)

откуда вытекает, что ряд (7) сходится в ТВо. При этом ряды (9) и (10)
kt

сходятся при Re w < 0 (‘;), откуда вытекает
lim Ilk = 0. (13)
п->оо п
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— 1п7’мИз (11) — (13) вытекает, что lim -—■— = О,
k, + vi

дится в ТВа.
Пусть теперь ряд (1) сходится в ТБг, тогда ряд

оо
7 (z, W) = 2 “kl ехР (p*z + VjW),

k, 1=0

т. е. ряд (6) схо-

(14)

где
аы = aMdu(Br) = аыехр (цл + v;r2), 

сходится в Тв„. Согласно доказанному мажоранта Ньютона ряда 
оо

(z> = 2 Tkl exp (nfez 4- vtw)
k, 1=9 

сходится в ТВо. Учитывая, что Тм = Тм exp(pJ1r1 + v;r2), ряд (6) 
в области ТВг. Теорема доказана.

Пусть функция f(z, w), изображаемая рядом
С помощью леммы доказывается 

Теорема 3. Если ряд Дирихле (1) является 
и его мажоранта Ньютона есть целая функция.

Пусть целая функция f(z, w), представленная 
имеет конечный порядок и тип. Тогда справедлива

Теорема 4. Порядки и типы целых функций f(z,w) и 2)1; (z, io), 
представленных рядами Дирихле (1) и (6), совпадают.

3. Пусть с^ с2 конечные. Используя формулы 
С1 = ИтдМ, С2 = ИтдМ

f-*OO 1 t~->0O 1
и учитывая выпуклость функции х(ц, v), получим

М(17)‘',,1 С d-й е1 + ^ 
для всех t~> 0 и q е [0,1]. Тогда из (15) вытекает

Теорема 5. Если с,, с2 конечные, то для всех [0,1] существует 
конечный предел

(14)

сходится

(1), является целой.

целой функцией, то

рядом Дирихле (1),

(15)

I

lim =

Из выпуклости функции x(p, v) вытекает также выпуклость функции 
Х(д) на промежутке [0, 1]. Тогда %(д) непрерывна на [0, 1 ] и дифферен­
цируема почти всюду на (0, 1) (’).

Рассмотрим семейство образующих, определяемое уравнениями

Z = (ц + v)x(g),
(1 — g)y = gfX.

Исключая параметр q, получим уравнение

= F (И- v) = (ц + у) X ,

описывающее в пространстве В3 выпуклую коническую поверхность с вер­
шиной в начале координат и угловым коэффициентом образующей

V (1 — ?)2 + ч1
Обозначим эту поверхность через ©й/. Поверхность 2>й/ является асим­
птотическим конусом выпуклого множества S); (8~10). Легко видеть, что

т. е. если ц = (1 — q)t, у = qt, то х(д) = 2^(1 — q, q). Частные произ­
водные dF j др, dF / dv зависят только от отношения v / (ц + х). При 
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(18)

U=(l — q)t, v = qt производные OF/<9p, dF/dv имеют соответственно 
вид F — qFq и F + (1 — q}Fq, где F = F(1 — q, q), Fq = dF I dq. По­
верхность 3)®^ является диаграммой Ньютоне ряда

оо
(z, w) = 2 ехР (HfeZ + ^iW~ F (.1Ц, V;)). (16)

k, 1=0

4. Пусть Fq'+ и Fq'~ — соответственно правая и левая производные 
■функции F в точке q. Обозначим через М интервал (0, 1), а через т — 
множество точек разрыва функции Fq.

Множеству М \ т поставим в соответствие в плоскости ху множество 
точек (х, у), где

х = F — qFq, y = F + (l-q)F'g. (17)
Множеству т поставим в соответствие множество точек (ж, у), лежащих 
на прямой

(1 — <1)х + qy = F,
где

F — qFq t^xs^F — qF'q,

F + (l~q)F'-^y^F+(i-q) Fq+.
В случае q = 0, q = 1 получим, в частности,

x — cii У ci + 7?0+, 
у = c2, x<^c2 — F±.

Таким образом, всем q e [0, 1] ставится в соответствие кривая
Ф(^,У)=О, (22)

•определяемая уравнениями (17) — (21).
Для любых g еТ ти <]£ [0,1] справедливо неравенство

F(l-q, q)-F(l — q, q) + (?-?) ^<0, (23)
причем равенство имеет место, если q = q, а также для всех q [<?i, <?2] 
в случае, если F линейна на [<?i, ?г]. В последнем случае значениям 
q е [дч, q2] соответствует одна точка на кривой (22).

Используя (2), (15) и (23) устанавливаем справедливость следующих 
теорем

Теорема 6. Числа х, у, удовлетворяющие уравнению (22), являются 
сопряженными абсциссами сходимости ряда (16).

Теорема 7. Области сходимости рядов Дирихле (1) и (16) совпа­
дают.

Полученные результаты обобщаются на случай п переменных и про­
извольной полной трубчатой области Тв.

В заключение выражаем искреннюю благодарность проф. А. Н. Кос- 
товскому за постановку задачи и руководство, а также проф. А. А. Гольд­
бергу за ценные замечания.
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