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I. Данная работа посвящена некоторым вопросам, связанным с таким 
кардинальным инвариантом, как теснота. Это понятие принадлежит 
А. В. Архангельскому и определяется так: t(X) =min{ni: если же [А], 
то существует В г- Л, | В | «5 ш0 и х е [В]} •

В связи с этим понятием некоторое время стоял вопрос: существуют 
ли такие два пространства Х<, i = 1, 2, что t(X{) < Ко, но t(Xi X Х2) > Хо. 
Автором было доказано (7), что если одно из этих пространств есть под­
пространство бикомпакта счетной тесноты, то его произведение на любое 
пространство счетной тесноты будет иметь счетную тесноту. Затем 
А. В. Архангельский показал, что в общем случае ответ на сформулиро­
ванный выше вопрос отрицателен. Им же было найдено два критерия сох­
ранения счетной тесноты при умножении данного пространства на произ­
вольное пространство со счетной теснотой (2). Один из них формулирует­
ся так: К: t(XX У) С Хо для всякого Y такого, что t(Y)^ К„, если и 
только если существует бикомпактное расширение ЬХ со следующим свой­
ством а). Пусть X = U {[ A j ьх' A с X, |Л| Ко}.

а) Если х е X и х е [М]ъх, где М cz X, то существует М'аМ, \М'\ с) 
С и х е [М']ьх.

В (2) показано, что если а) выполняется (не выполняется) в каком-то 
бикомпактном расширении, то а) выполняется (не выполняется) в любом 
другом. Там же показано, что для бисеквенциальных (определение про­
странств см. ниже) пространств К выполняется. Ниже, приняв конти­
нуум-гипотезу [СН], мы доказываем, что К может не выполняться даже 
для счетных сильно Фреше-пространств (теорема 4).

Определение. 1) X есть пространство Фреше — Урысо­
на, если из того, что же [7И] следует, что в М существует сходящаяся, 
к х последовательность.

2) X б и с е к в е н ц и а л ь и о (3), если из того, что же [§] = А {[ А ] х: 
:А^|}, где g — некоторый фильтр, следует существование фильтра ц, 
синхронного с е (т. е. А П В А А для всяких А е ц и В е S), имеющего счет­
ную базу п сходящегося к точке ж.

3) X сильно Фреше, если 2) выполняется хотя бы для S, имеющих 
счетную базу.

II. Счетное пространство с одной неизолированной точкой будет обоз­
начаться через A U {А}. Здесь {Е} п есть неизолированная точка, а ее 
фильтр окрестностей, суженный на А', есть F.

Через рХ обозначается чех-стоуновская бикомпактификация (прост­
ранство ультрафильтров) дискретного пространства X. Мы полагаем X* = 
= рХ \ X и А* = [А ]\ X. Каждому фильтру F на множестве X ставим 
в соответствие множество F' = Л A^F}. Очевидно, F—свобод­
ный фильтр в том и только в том случае, если F' cz X*. В дальнейшем F 
отождествляется с F' и, если не оговорено противное, имеются в виду сво­
бодные фильтры.
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Напомним некоторые сведения о |37V, где | N | = К 0.
A) Множество G открыто-замкнуто в N* в том и только в том случае,, 

если существует А N, для которого G = А* (4).
B) Если Gn открыты для всякого п< юо в N* и A{G„: п< w0} А, то

Ints-(A {G„: п< <оо}) ('*).
C) Точка у s Л7* называется p-точкой, если из того, что у е П {Gn*: 

: п < <в0} следует, что у <= IntN* (Q {G,': п < со0}). Существование таких 
точек доказано в некоторых моделях, например, в предположении [сн] С).

D) N* есть Е-пространство (6). Нам достаточно слабое D,. Если А — 
= U {G„*: п<ш0} и 5=U{A„*: п<со0} и А П В = Л, то существует 
R => А и /1/1 А.

III. В зтой части будут даны примеры пространств вида A U {F}, не 
имеющих счетно-компактных регулярных расширений счетной тесноты 
(предложение 3) и бикомпактных расширений счетной тесноты (теорема

Положим Тц ,= Я {G,/: ra<wo}. Будем предполагать, что G„* => &n+i 
для всех п < соо. В силу В) Int.v«7\0 = Л, если все Gu" — Л.

П р е д л о ж е п п е 1. Если А — семейство открыто-замкнутых множеств, 
лежащих в 1п1,у»7\„ и | А |С Ко, то существует D* <= Int.v’7\0 такое, что 
D* => U {G*: G* - А}.

Следствие 1. Пусть y^N*. Тогда существует семейство А = {G*} 
такое, что для всякого Л'сД и |Д'| Ко у Й [UA'b.v, хотя у~ [UA]₽X.

Следствие 2. Пусть F сN* и существует Т0 такое, что F Л А,
но F Я Inty», Тх, = А.

Тогда существует семейство А = {G*} такое, что F П [UAJp.y^-A, но 
если |Д'| С Ко и А' с Д, то F П [UA'b.v = А.

Действительно, годится А = {G*: G* <= Intv* 7\ч0}-
Определение. Замкнутое множество F <= N* называется сч е т н о - 

достижимым, если из А с А* и [А ] Г) F Л следует, что существует 
В <= А, для которого | В | К 0 и [5] Л F =/= Л.

Следующее предложение позволяет получать примеры замкнутых в 
N* множеств с определенными свойствами.

Предложение 2. Пусть А = {G*} и все G* из А не пересекаются, 
a F — счетно-достижимое множество.

Тогда Ф = F \ U А' будет счетно-достижимым для всякой подсистемы 
А' из А.

Следствие 3. Существует счетно-достижимое множество F с Д’* та­
кое, что in!., /•' = А.

IV. А. В. Архангельским был поставлен вопрос: можно ли вложить 
пространство VU {у}, где уеД’*, в бикомпакт счетной тесноты? Справед­
ливо

П р е д л ожение 3. Пусть для замкнутого множества F с А* сущест­
вует семейство А = {G*} такое, что F Я [ UA]₽Л- А, но если \' \ и
|Д'| С Х„, ТОРГ! i \'j..v ы\.

Тогда, если X счетно-компактно и регулярно, а N U {Д} плотно в X, то 
точка {F} не является счетно-достижимым множеством в X.

Следствие 4. Если у е N*, то при F = {у} справедливы заключения 
предложения 3.

Множеством типа Т'' мы будем называть замыкание объединения 
счетной системы открыто-замкнутых множеств, среди которых бесконеч­
но много различных. Положим также Ах, = Я {Ga‘: а < соД, где G.J =э 
дэ G/ при а < р и все Ga* различны.

С л е д с т в и е 5. Пусть F = 4^, (или F типа Т^), а X хаусдорфово и 
есть расширение V U {Д'}. Если В^Х\ (N U {Д1}) и |Д?| Ко. то {Д'}

[В] 1-. Если же X регулярен, то [F] — p-точка в Х \ N.
Следствие 5 позволяет получать примеры счетных пространств, наибо­

лее «плохо» устроенных в смысле возможности вложения их в расшире­
ния счетной тесноты.
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Позднее будет показано, что пространство N U {7’х<} есть пространст­
во Фреше — Урысона.

Предложение 4. Пусть F — не счетно-достижимое множество в N* 
и X — бикомпактное расширение пространства N U {/}.

Тогда точка {F} в X не счетно-достижима.
V. До сих пор пространства вида N U {/*} рассматривались только с по­

зиций вложения их в расширения счетной тесноты. Остальная часть ра­
боты посвящена построению пространства вида N U {С} бпсеквенциальных, 
сильно Фреше, Фреше — Урысона.

Теорема 1. 1) X = N U {F} является пространством Фреше — Уры­
сона тогда и только тогда, когда F = [Int»*

2) Пространство X = N U {/'} бисеквенциалъно, если и только если F 
есть объединение множеств вида Т

3) X = A U {/■'} есть пространство сильно Фреше, в том и только в том
случае, если F = [Int.y Здесь [Л]Хо= {х е N*: если х е ТХо, то

С).
Схема доказательства. 1) Если {&„: и<со0} —сходящаяся к 

{/•'} последовательность, то В* a F, где В = (Ь„; n<w0}, и обратно. По­
этому, если В* 1\F =£ А, где В с N, то чтобы N U {/>*} было бы пространст­
вом Фреше — Урысона, необходимо и достаточно, чтобы В* A Int.v F А 
для всякой такой последовательности. 2), 3). Здесь используются опреде­
ления соответствующих пространств и пункты II А) и II В).

Теорема 2. Если U открыто в N* и [С7]х„=£7 (в частности, если 
U = U {Ga-: а < coi} и Ga' тз G^ при а > |3), то N U {/'}, где F = [ [7], 
есть пространство сильно Фреше.

Доказательство. Как показано в (*), в бикомпактах верно ра­
венство (имеющее место для произвольного кардинала ш)

[МШХо= Ml-
Здесь [А]х„ = U{[Z?]: В с= A, С).

Поэтому имеем F = [Z7] = [ [ U} Хо] = [ /7]х° и ссылка на теорему 1 
заканчивает доказательство.

Теорема 3 [СИ]. Существует пространство вида N U {F} сильно Фре­
ше, но не бисеквенциалъное.

Доказательство. Пусть (М) = К t и М дискретно, а |1Л/ — чех- 
стоуновская бикомпактификация дискретного пространства М. Пусть М* = 
— [Л/J Хо \ М, а М** = \ (М U М“). «Склеим» М** в точку {71/**}. Полу­
чим бикомпакт ЕМ = М* 'J {71/**}. Как замечено в (5), ЕМ гомеоморфно 7V*, 
причем при гомеоморфизме {Л/**} переходит в p-точку (причем для лю­
бой р-точкп существует соответствующий гомеоморфизм, переводящий 
точку {71/**} в нее). Исходя из этого, можно утверждать существование в 
А* множества F со следующими свойствами;

1) | FrN«F | = 1 и этой граничной точкой является p-точка р;
22) F = (U{G«*: а < (ojb.v п Ga* Gf при а > |3.
Следовательно, Лт U {F} есть пространство сильно Фреше. Однако оно 

не может быть бисеквенциалъно, ибо если то р е Iril.v-7’но
это невозможно, так как р Frv«F.

Теорема 4 [СИ]. Существует пространство сильно Фреше вида 
N U {F}, для которого не выполняется К, другими словами, для этого про­
странства существует пространство счетной тесноты, при умножении на 
которое счетная теснота не сохраняется.

Доказательство. В силу предложения 4 достаточно показать, что 
множество F, о котором шла речь в теореме 3, не является счетно-дости­
жимым. Действительно, [TV* \ F] A F #= Л. Но если B^N*\F и |В| Ко, 
то [-S]p.v П F = Л, ибо иначе было бы [В]^(]^э р, что невозможно.

Теорема 5. Существует бисеквенциалъное пространство вида N U {/Д 
без 1-й аксиомы счетности.
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Для его построения возьмем неметризуемый бикомпакт В с 1-й аксио­
мой счетности и сепарабельный. Диагональ А в 52, в силу неметризуемостп 
В, не есть множество типа G6. Фильтр Ф окрестностей А в В2, суженный 
на счетное плотное множество S <= В2, не имеет счетной базы в силу нор­
мальности В2. Пространство {Ф} U S, где S взято в дискретной топологии, 
дает пример бисеквенциального пространства без 1-й аксиомы счетности. 
Действительно, пусть g — ультрафильтр на множестве {Ф} U S такой, что 
{ф} е [g], Можно сразу же считать, что существует Ле': такое, что 
{Ф} ФА. Пусть g — ультрафильтр на В2, определенный так: К е g 
■<-> (Л’ПЛ.) Оказывается, что А Л [g] 1 в силу того, что {Ф} е [|].
Итак, существует з:еАП[|]. Пусть р—фильтр окрестностей точки х, 
суженный на S. Очевидно, р синхронен с g и имеет счетную базу и р схо­
дится к {Ф}. Теорема доказана.

Теорема 6. Существует пространство вида A U {УД, не являющееся 
пространством Фреше — Урысона, но для которого выполняется К.

Пусть F — счетно-достижимое множество в N* и Int.v F = А. Такое 
существует по следствию 3. Для N U {Л} выполняется К. Действительно, 
«склеим» F в точку, тем самым получим бикомпакт b,N, являющийся рас­
ширением N U {/}, где выполняется свойство а). В силу теоремы 1 N U {/'} 
не есть пространство Фреше — Урысона, что завершает доказательство 
теоремы.
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