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(Представлено академиком И. Г. Петровским 31 Ш 1972)

В настоящей заметке изучаются свойства предложенных Л. А. Люстер- 
ником. (*, 2) многомерных обобщений цилиндрических функций, естествен­
но возникающих при решении некоторых задач теории массового обслужи­
вания. Устанавливается связь между матричными элементами представле­
ний некоторых групп автоморфизмов С" — «-мерного комплексного про­
странства — и обобщениями цилиндрических функций, что позволяет ука­
зать ряд свойств последних (см. (\2,5)).

1. Рассмотрим En-i — (« — 1)-мерное эвклидово пространство. Выберем 
в Е,.-1 систему п векторов {е>}9=1 таких, что каждые п — 1 из них линейно 
независимы и 2 е, = 0. Любой вектор х е En-t представим в виде х = 

= 2 причем х= {х) — (х’ + с). Назовем каноническими барицентри­

ческими координатами в E„_t такие координаты вектора х = (х1), что 
2 х1 = 0. Вектор к = (к) назовем целочисленным, если все к1 целые.

Множество всех целочисленных векторов в Еп1 будем обозначать
2. Пусть z = (z1, z2,..., 5х)— вектор из Сп — «-мерного комплексного 

пространства. Введем в Сп аналог полярной системы координат. Положим

zJ = рЛД р" = zx-z2-... • z”, ф;=1пу, 0 Imcp; < 2л.

Заметим, что 2 ф, = 0. Следуя (2), назовем р модулем вектора z (р опре- 
i

келен неоднозначно), а (<Д) — вектор-аргументом ф вектора г е С". Ясно, 
что заданием чисел р, ф1, д-;,..., фп, 2 ср, = 0 однозначно определяется 

i
вектор из С". С'1 с таким образом определенной метрикой будем обозначать 
H++G

3. Движением H(Cn) назовем неоднородное линейное преобразование п 
комплексных переменных, задаваемое соотношениями

(У)' = -.е-у + а\ j~i,2,...,n, (1)
где а= (а ) еС”, ф = (ф,), 2 ф, = 0. Каждое движение задается 2п — 1 

комплексным параметром. Множество всех движений Н(Сп) образует груп­
пу, которую в дальнейшем будем обозначать G: {g[a, ф]}. Группу G мож­
но реализовать как группу комплексных матриц п+1 порядка:

Движения (1) с вектором а = 0 будем называть квазивращениямп на 
вектор-аргумент ф и обозначать Л(ф) = g[0, ф]. Непосредственно из (1) 
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для элементов группы G следует

g[a, ф]-g[b, ф] = g[a + А(ф)Ь, ф + ф], (2'1

g-‘[a, ф] = g[—Л(—ф)а, -ф],

g[a, ф] = /г(—arga)g[p, О]А(ф + arga), (3

где р = (р, р,.. ., р), р — модуль вектора а.
Квазиповороты А(ф) образуют в G подгруппу И.
Отметим еще одну подгруппу G, а именно подгруппу А сдвигов на 

вектор а е С”. Легко видеть, что G есть представитель широкого класса 
групп, являющихся полупрямым произведением коммутативной группы 
па группу своих автоморфизмов.

4. Рассмотрим подгруппу Gt группы G, состоящую из элементов g = 
= g[a, ф], где ф = (гф, гф2,..., гф„), 3 ф; = 0(mod 2л), а = (а}) Сп.

Будем искать неприводимые представления группы Gt. Следуя (3), орби­
той вектора ze/7(C") назовем множество

Гс: z1 -z2 • .. . -z" = р” = с. (4)

Согласно Макки (3), неприводимые представления Gt строятся в про­
странстве функций с интегрируемым квадратом на Гс по мере, инвариант­
ной относительно квазивращений Ь(ф), и определяются параметром орби­
ты, характерами группы А и мерой на Гс.

Зададим в пространстве функций с интегрируемым квадратом на Г\ 
представления группы Gt соотношением

(Z//) (z) =ecft(-ar^>a/(A(if)z),

где g = g[a, ф], z е Г], с — любое комплексное число. Используя (2), легко 
проверить, что Tg,gl = -Таёг, т. е. Tgc — представления.

5. Всякая /(z), z е Гь эквивалентна некоторой функции /(ф), заданной 
на (тг — 1)-мерном торе. Действительно, в силу (4), имеем

/(z) =/(е’% .. . , е%) =/(ф);. . ., ф„).
В пространстве функций на торе Т со скалярным произведением

(Ае)!=щМ - (5)
4 о о

и таких, что (/, /) < + оо представления Tf задаются соотношением

О(ф) =е^(-т)а./(ф_ф).

Легко видеть, что система функций ек(ф) = ег'кф, к е □ полна в про­
странстве функций с интегрируемым квадратом на Т и ортонормирована 
относительно (5). Выберем {ек}^,^ в качестве базиса в £2(7’). Тогда 
матричные элементы представлений Тес будут

(g) = (Лфк, еь).

Принимая во внимание выражение (5) для скалярного произведения в 
L2(T), получим

4ь (g) = exp [ch (— ф) а -]- i (к — L) ср] dr.
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Обозначим (см. (*,5) )

1

keQ,,-,. (ф,) — канонические барицентрические координаты вектора ф - 
= (ф15. . ., ф„) в En-t, z = (zJ). Получим

trib(g) = е-^Нь-Нс-а).

6. Положив g, = g[a, 0], g2 = g[b, 0] и учитывая, что

£kL(glg,2)= 2 *км(£1)-*мь(?2)>

получим
HL-k(z1 + z2)= У, HM_k(z1)-f7L_M(z2).

Men,,-!

Легко видеть, что чистым квазивращениям соответствует диагональная 
матрица Тад>, на главной диагонали которой стоят элементы ехр (— (кф). 
Отсюда, учитывая (3),

L (g) = е^кф+(Ь-к^ • UL-k ('■)> г = СР’

g = g[a, ф], а = arg а, или

Hk(z) = ekaHk(r), a = arg z.

Для случая n = 2 приведенная схема изучения функций Z7k(z) лишь 
формально отличается от схемы, примененной в (4) для изучения функ­
ций Бесселя Jn(z) = U„0(z /2), обобщениями которых являются функции

7. Изучая неприводимые представления подгруппы G2 группы G с эле­
ментами g[a, ф], ф е En_i, удается получить некоторые соотношения для 
функций (z), где р — не обязательно целочисленный вектор-индекс, поч­
ти теми же методами, как это сделано для бесселевых функций с произ­
вольным индексом в (4).
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