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ОБ ОДНОМ НОВОМ СПОСОБЕ ПОСТРОЕНИЯ РАСШИРЕНИЙ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

(Представлено академиком П. С. Александровым 23 II 1972)

Первоначальные исследования в теории расширений топологических 
пространств велись в основном теоретико-функциональными или родствен­
ными методами (1_s).

В работе (4) П. С. Александров дал новый метод построения расшире­
ний топологических пространств, известный под названием метода центри­
рованных систем открытых множеств, и применил его, в частности, к но­
вому построению максимального бикомпактного, или стоуп-чеховского, 
расширения |ЗХ вполне регулярного пространства X. Этот метод, будучи 
весьма плодотворным и универсальным, впоследствии широко применялся 
многими математиками (см., например, (5~8)). В последнее время в теории 
расширений топологических пространств В. И. Зайцев (°, 10) успешно при­
меняет также метод проекционных спектров.

В настоящей заметке всюду имеются в виду только такие расширения 
топологических пространств, в которых гомеоморфный образ расширяемо­
го пространства представляет собой плотное открытое подпространство.

Способ построения расширений топологических пространств, приведен­
ный в этой заметке, основывается на понятиях псевдотопологии и псевдо- 
топологического пространства, которые введены и изучены в (и). Для пол­
ноты изложения приведем некоторые используемые в этой заметке опре­
деления из (и).

Определение 1. Назовем псевдотопологией (п.т.) пару 
(U, >), состоящую из непустого множества U и отношения частичного 
упорядочения > на U, которая удовлетворяет следующим условиям:

a) Mi, и2 е ty Mi -> м2 и и2 > щ => и, = и2;
b) Vu е U иТ> и, т. е. отношение > рефлексивно;
c) Uограничено сверху и снизу;
J) U полное.
В дальнейшем (когда это не может вызвать недоразумения) мы будем 

опускать символ > и обозначать п.т. через U.
Определение 2. П с е в д о о б ъ о д и н е н и е м элементов иа<= 

ge U для всех а, принадлежащих произвольному индексному множеству А,*
назовем sup {щ: а е А} и обозначим символом U

а.е-Л
Аналогично, псевдопересечением элементов й,е U для всех /, принад­

лежащих любому конечному множеству индексов J, назовем inf {щ: / е 7} *
и обозначим символом П Щ- 

feJ
Ясно, что топология любого топологического пространства с отношени­

ем обратного включения гэ представляет собой п.т.
Определение 3. Непустое подмножество тп о U назовем фильт­

ром п. т. U, если оно удовлетворяет следующим условиям:
FT) 0и т, где би — наименьший элемент п.т. Z7;
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Fz) 1Ц. u2 e m => iii П «2 — m;
F3) и = m, Ui ее U, Ui > w =>- Ui e m.
Определение 4. Псевдотопологическим пространст­

вом (п.т.п.) назовем пару {М, Ц}, состоящую из п.т. U и из некоторого 
непустого семейства М фильтров этой п.т.

Если семейство М фильтров п.т. U обладает тем свойством, что Ущ, 
и, U, Ui =£ и2 Я т е М такой, что только один из ut, щ принадле­
жит т, то будем говорить, что М различает U.

П.т.п. {М, U] назовем бикомпактным, если для каждого подсемейства 
U' cz U, обладающего тем свойством, что Nm е М Я и' e-.U' такое, 
что и' е т, существует конечное подсемейство U cU' с таким же свой­
ством.

Будем говорить, что п.т.п. {71/, U} удовлетворяет 7\-аксиоме отделимо­
сти, если для любых двух различных элементов mt, т2из М Я щ е 
и и2 т-2 такие, что щ ££ т> и и2 Её mt.

П.т.п. {71/, /7} назовем хаусдорфовым, если для любых двух различных 

элементов nh, т,_ из М Я щ е mi и и2 е. т2 такие, что щ щ = 0Р.
Пусть (У, V) —произвольное топологическое пространство (V — топо­

логия на множестве У). Обозначим через Фу семейство подмножеств мно­
жества У, состоящее из всех открытых фильтров * пространства (У, У) 
и из V. В множестве Фу введем отношение частичного упорядочения > 
следующим образом: <pt > <р2, если <pi с: ср2. Легко проверить, что Фу 
с указанным отношением образует п.т., наименьшим элементом которой 
служит V, а псевдообъединение элементов из Фу совпадает с пересечением 
этих же элементов как подмножеств из V.

* Здесь под открытым фильтром пространства (У, 7) понимается семейство ф 
его открытых множеств такое, что 1) ф е <р; 2) с,, v2, е ф => vi П v2 е Ф, 3); v <= ф, 
vi е V и v с. Vi => vt s ф.

Подмножество Ф множества Фу назовем полуподтопологией п.т. Фу, 
если Ф с тем же отношением > образует п.т. такую, что ее наименьший 
элемент 0® совпадает с наименьшим элементом п.т. Фу и псевдообъеди­
нение элементов в Ф совпадает с псевдообъединением тех же элементов 
В Фу.

Таким образом, полуподтопология п.т. Фу — это любое семейство от­
крытых фильтров пространства (У, У), замкнутое относительно операции 
пересечения, дополненное одним элементом — множеством У.

Обозначим через K(Y, У) семейство всех п.т.п. {Р, Ф}, где Ф — полу­
подтопология п.т. ФУ, а Р различает Ф.

Пусть [h, (Z, W) ] — некоторое расширение топологического простран­
ства (У, У), (X, С7)—подпространство пространства (Z, W), где Х = 
= Z \Л(У), a h —гомеоморфизм пространства (У, У), на плотное откры­
тое подпространство пространства (Z, 1У).

Каждому и U сопоставим подмножество срц =- {h~l (w f] У*) , w е РУМ} 
множества У, где У*  = h(Y), a Wu — семейство всех w из W, пересечение 
которых с X совпадает с и.

Пусть Ф — семейство всех <р„, когда и пробегает все U.
Предложение 1. Семейство Ф является полуподтопологией п.т. Фу.
Каждо1г точке х е X сопоставим подмножество р-.=~ {ср.; и е /7Х} мно­

жества Ф, где Ux — система всех открытых окрестностей точки х в прост­
ранстве (X, U).

Пусть Р — множество всех рх, когда х пробегает все X.
Предложение 2. Каждый элемент р множества Р представляет со­

бой фильтр п.т. Ф, причем Р различает Ф.
Таким образом, в силу предложений 1 и 2, каждое расширение прост­

ранства (У, У) порождает определенное п.т.п. {Р, Ф}, принадлежащее се-
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мейству А" (У, У), при этом эквивалентные расширения порождают одно 
и то же п.т.п. имеем некоторое отображение

Т- Л(У, У)->ВД 7),

где R(У, У) —множество всех классов эквивалентных между собой рас­
ширений пространства (У, У).

Пусть I — отображение, которое каждому расширению сопоставляет 
тот элемент из R(У, У), который его содержит.

Теорема 1. Существует отображение Т*  множества K(Y, У) в мно­
жество всех расширений пространства (У, У) такое, что композиция Т°1°Т*  
является тождественным отображением множества K(Y, У).

Следствие. Т является сюръективным отображением.
Простые примеры показывают, что образы различных элементов из 

А (У, У) при отображении Т могут совпадать, т. е. Т не является инъек­
тивным отображением. Однако, если ограничиться регулярными расшире­
ниями регулярного пространства, то имеет место

Теорема 2. Сужение Т на множество всех классов эквивалентных 
между собой регулярных расширений регулярного пространства (У, У) 
является инъективным отображением.

Следствие. На множестве всех классов эквивалентных между собой 
регулярных расширений пространства (У, У) I ° Т*  ° Т является тождест­
венным отображением.

Пусть стг— семейство всех открытых множеств пространства (У, У), 
дополнения которых бикомпактны.

Теорема 3. Для любого бикомпактного расширения [h, (Z, W) ] про­
странства (У, У) {Р, Ф}=Т°1[й, (Z, W) ] является бикомпактным 
п.т.п. таким, что наибольший элемент ср п.т. Ф содержится в <jv.

Обратно, если {Р, Ф]еТ(У, У)—бикомпактное п.т.п. такое, что 
<р сд ог, то Т*{Р,  Ф} является бикомпактным расширением пространства 
(К, У).

Предложение 3. Пусть (У, У) — Т а-прост ранет во, тогда V {Р, Ф} е 
еА’(У, У) Т*{Р,  Ф} является Т^-расширением пространства (У, У).

Предложение 4. Пусть (У; У)—Т^пространство и {Р, Ф} е 
еА(У, У). Для того чтобы Т*  {Р, Ф} было Т-расширением пространства 
(У, У), необходимо и достаточно, чтобы {Р, Ф} было Ti-П.Т.П. и выполня­
лось условие П{у: v ср} = ф.

Пусть {Р, Ф}еЛ’( У. У), тогда Vp еР — семейство открытых мно­
жеств р*  = U{ф : ф р} образует открытый фильтр пространства (У, У), 
т. е. р*  является фильтром п.т. (У, =>).

Таким образом, каждое п.т.п. {Р, Ф}еАА(У, У) порождает п.т.п. 
{Р*,  У}, где Р*  — множество всех р*,  когда р пробегает все Р.

Предложение 5. Пусть [h, (Z, ТУ)] —хаусдорфово расширение 
пространства (У, У) и {Р, Ф} = Т ° I[h, (Z, W) ].

Тогда <jv cz ср, из р2, р2 ЕРж.ЖргЖ рТ =# р2*,  {Р*,  У} является хаус- 
дорфовым п.т.п., и Vp*  е Р*  Г|{Т: v е р*}  = ф, т. е. базис фильтра ]Р 
в пространстве (У, У) не имеет точки прикосновения.

Обратно, пусть (У, У) — хаусдорфово пространство и {Р, Ф} е 
K(Y, У) такое, что из р2, р2 е Р, Pi V=- р2 => рС =Y= pY, {Р*,  У} является 

хаусдорфовым п.т.п. и Vp*̂ P*  П{гП и е р*}  = ф, тогда Т*{Р,  Ф} — 
хаусдорфово расширение пространства (У, У).

Пусть R*(Y,  У) — множество всех классов эквивалентных между собой 
хаусдорфовых бикомпактных расширений локально бикомпактного хаус- 
дорфова пространства (У, У), a К*(¥,  У) — множество всех бикомпактных 
п.т.п. {Р, Ф} из K(Y, У) таких, что ср = crv, из р2 Р, р, =6= р2=ж рР =Y= 
=£ р-р и {Р*,  У} — хаусдорфово п.т.п..

Теорема 4. Отображение Т является биекиией между множествами 
R*(Y,V)  uK*{Y,V).
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Применяя полученные результаты к одноточечным расширениям 
и отождествляя эквивалентные расширения, можно сформулировать сле­
дующие предложения.

Предложение 6. Для любого Т^пространства (У, У) существует 
биекция между множеством всех одноточечных Т^расширений простран­
ства (У, У) и множеством всех открытых фильтров ср пространства (У, У), 
удовлетворяющих условию Г) {и: v е <р} = ф.

Предложение 7. Существует биекция между множеством всех 
одноточечных бикомпактных расширений произвольного пространства 
(У, У) и множеством всех открытых фильтров ср этого пространства, со­
держащихся в ov.

П р едложение 8. Существует биекция между множеством всех од­
ноточечных хаусдорфовых расширений хаусдорфова пространства (У, У) 
и множеством всех открытых фильтров ф ov этого пространства, удов­
летворяющих условию П{’7: v е ф} = ф.

Учитывая, что для локально бикомпактного и не бикомпактного хаус­
дорфова пространства (У, У) существует только один открытый фильтр 
Ф = удовлетворяющий условиям предложений 7 и 8, из этих предло­
жений получаем известную теорему П. С. Александрова о том, что локаль­
но бикомпактное, но не бикомпактное, хаусдорфово пространство допуска­
ет только одно (с точностью до эквивалентности) одноточечное хаусдорфо­
во бикомпактное расширение.

Выражаю глубокую благодарность акад. П. С. Александрову за обсуж­
дение и ценные замечания.
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