
Проблемы физики, математики и техники, № 3 (64), 2025 ISSN 2077-8708 
 

© Коранчук, А.Г., 2025            

90 

 
УДК 512.542                                                                    DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2025_3_64_90 

EDN: HEUGQT 
 

КЛАССЫ КОНЕЧНЫХ ГРУПП С ФОРМАЦИОННО ГИПЕРЦЕНТРАЛЬНЫМ 
ВЛОЖЕНИЕМ СИЛОВСКИХ ПОДГРУПП В СВОИ НОРМАЛИЗАТОРЫ 

А.Г. Коранчук 

Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины 
 

CLASSES OF FINITE GROUPS WITH FORMATIONALLY HYPERCENTRAL 
EMBEDDING OF SYLOW SUBGROUPS INTO THEIR NORMALIZERS 

A.G. Koranchuk 

Francisk Skorina Gomel State University 
 

Аннотация. Установлено, что значения операции, ставящей каждому классу конечных групп X  класс конечных групп 

,NZX  силовские подгруппы которых лежат в X-гиперцентрах их нормализаторов, являются формациями. Изучены не-

подвижные точки данной операции. Улучшен признак сверхразрешимости Р. Бэра. 
 
Ключевые слова: конечная группа, силовская подгруппа, формация, F-гиперцентр, F-корадикал. 

 
Для цитирования: Коранчук, А.Г. Классы конечных групп с формационно гиперцентральным вложением силовских 
подгрупп в свои нормализаторы / А.Г. Коранчук // Проблемы физики, математики и техники. – 2025. – № 3 (64). – 
С. 90–95. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2025_3_64_90. – EDN: HEUGQT 
 
Abstract. The values of the operation that assigns to each class of finite groups X  the class of finite groups NZX  whose 

Sylow subgroups lie in the X-hypercenters of their normalizers are formations. Fixed points of this operation are studied.  

R. Baer’s supersolvability criterion is improved. 
 
Keywords: finite group, Sylow subgroup, formation, F-hypercenter, F-residual. 

 
For citation: Koranchuk, A.G. Classes of finite groups with formationally hypercentral embedding of Sylow subgroups into 
their normalizers / A.G. Koranchuk // Problems of Physics, Mathematics and Technics. – 2025. – № 3 (64). – P. 90–95. – DOI: 
https://doi.org/10.54341/20778708_2025_3_64_90 (in Russian). – EDN: HEUGQT 

 
 

Введение 
Рассматриваются только конечные группы.  

При изучении строения группы ее примарные 
подгруппы и их нормализаторы, в частности, 
силовские p-подгруппы и их нормализаторы иг-
рают ключевую роль. Такие подгруппы Альпе-
рин [1] назвал локальными подгруппами. Их 
свойства составили основу локального анализа, 
который широко использовался при получении 
классификации конечных непростых групп. На-
чало исследования проблемы распознавания 
принадлежности непростой группы заданному 
классу групп  на основе свойств её локальных 
подгрупп положила теорема Фробениуса [2, 
10.3.2], согласно которой конечная группа явля-
ется p-нильпотентной тогда и только тогда, когда 
каждая p-подгруппа централизуется p'-элемен-
тами в своем нормализаторе. В 1986 году Бьян-
ки, Джиллио, Майри, Хаук [3] установили, что 
группа нильпотентна тогда и только тогда, когда 
нормализаторы ее силовских подгрупп (кратко, 
силовские нормализаторы) нильпотентны. Из-
вестно, что существуют несверхразрешимые 
группы, у которых силовские нормализаторы 

являются сверхразрешимыми. Например, тако-
выми являются проективная специальная линей-
ная группа PSL(2, 7) и симметрическая группа S4. 
В работах [4] и [5] исследовались свойства  раз-
решимых групп, все силовские нормализаторы 
которых сверхразрешимы. 

В связи с вышеизложенным Л.А. Шеметков 
на Гомельском алгебраическом семинаре в 1992 
году предложил следующую проблему: в классе 
всех групп найти все локальные наследственные 
формации F  такие, что класс NF  всех групп, у 
которых силовские нормализаторы 
принадлежат ,F  совпадает с .F  Д’Аниелло,  
Де Виво, Джордано и Перес-Рамос [7] решили 
проблему Шеметкова для наследственных насы-
щенных формаций в классе всех разрешимых 
групп [7]. Л.С. Казарин, Мартинес-Пастор и Пе-
рес-Рамос [8] исследовали проблему Шеметкова 
для произвольных групп в контексте наследст-
венных насыщенных формаций. Отметим также 
недавние работы [9] и [10] по данной тематике. 

Отметим [7], что в общем случае для на-
следственной насыщенной формации ,F  класс 
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групп, силовские нормализаторы которых при-
надлежат ,F  не является формацией. 

В данной работе предложена модификация 
конструкции класса ,NF  устраняющая указан-
ный недостаток. Для ее описания нам понадобят-
ся следующие определения. Пусть F  – класс 
групп. Напомним [11, с. 127–128], что главный 
фактор /H K  группы G называется F-централь-

ным в G, если полупрямое произведение 
( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  принадлежит .F  Наи-

большая нормальная подгруппа Z ( )GF  группы 

G, все G-главные факторы ниже которой  
F -центральны в G, называется F -гиперцентром. 

Определение 0.1. Пусть X  – класс групп. 
Обозначим через NZX  следующий класс групп: 

для  любой ( Z ( ( )) Syl ).GG P N P P G X∣  

Отметим, что по теореме Барнса-Кегеля [12, 
следствие 2.2.5] F -группа совпадает со своим 
F -гиперцентром для любой формации .F   

Теорема 0.1. Пусть X  – класс групп. Тогда 
NZX является формацией. Операция :  NZ NZX X  
является идемпотентной и монотонной, а на 
множестве наследственных формаций и опера-
цией замыкания. Причем,  N NZF F  для любой 
формации .F  

В 1997 году Л.А. Шеметковым [13] была 
поставлена задача описания формаций ,F  со-
держащих всякую группу, совпадающую со сво-
им F -гиперцентром. Такие формации называют-
ся Z-насыщенными [14]. Связь операции NZ с 
такими формациями устанавливает: 
 Теорема 0.2. Пусть  NZF F  – наследст-
венная формация. Тогда F  – Z-насыщенная 
формация. 

Естественным является аналог проблемы 
Шеметкова для оператора :NZ  если группа G 
принадлежит ,NZF  верно ли что G принадлежит 
F ? В начале опишем наследственные формации, 
в которых данная проблема имеет положитель-
ное решение для любой наследственной Z-насы-
щенной подформации. Напомним, что p-длина 
группы G не превосходит 1, если она имеет нор-
мальный ряд 1 ,A B G    где /B A  – p-груп-

па, а /1, /A G B  – p'-группы. Указанные группы 
могут быть изоморфны 1. 

Теорема 0.3. Тогда и только тогда 
 NZF F X  для любой наследственной Z-насы-

щенной подформации F  наследственной Z-на-
сыщенной формации ,X  когда p-длина всякой  

X-группы не превосходит 1 для любого про-

стого p. 
Класс групп, p-длина которых не превосхо-

дит 1 для любого простого p, изучался и приме-
нялся в работах [9] и [15]. Он обозначается через 

(1)aL  и является наследственной насыщенной 

формацией разрешимых групп. Напомним [16], 
что группа называется строго p-замкнутой, если 
она имеет нормальную p-подгруппу, фактор 
группа по которой абелева, экспоненты делящей 
p – 1. 

Следствие 0.1. Пусть (1).aGL  Тогда и 

только тогда группа G сверхразрешима, когда 
( ) / ( )G GN P C P  – строго p-замкнутая группа для 

любых Syl pP G  и ( ).p G  

Напомним, что группа G имеет силовскую 
башню сверхразрешимого типа, если 

1( ) { , , },nG p p    где i jp p  при ,i j  и в G 

имеется нормальная холлова { , , }i np p  под-

группа для любого i. 
Следствие 0.2 (Р. Бэр [16, теорема 2.1]). 

Пусть группа G имеет силовскую башню сверх-
разрешимого типа. Тогда и только тогда группа 
G сверхразрешима, когда ( ) / ( )G GN P C P  – стро-

го p-замкнутая группа для любых Syl pP G  и 

( ).p G  

В работе [7] конструктивно описаны все 
разрешимые наследственные насыщенные фор-
мации . NF F S  Они в точности совпадают с 
покрывающими формациями. Напомним [7], что 
покрывающей формацией называется локальная 
формация ,F  определяемая локальной функцией 

f такой, что ( ( ))( ) f pf p S  для любого ( ),p F  

где ( ( ))p f p  для любого ( )p F  и из 

( ( ))q f p  всегда следует, что ( ( )),p f q  и 

( )f p    в противном случае. В работе 

доказаны следующие две теоремы: 
Теорема 0.4. Пусть F  – наследственная 

насыщенная формация. Тогда и только тогда 
, NZF F S  когда F  – покрывающая формация. 

Напомним [17], что для разбиения { | }i i I    

множества всех простых чисел   на попарно 
непересекающиеся подмножества i  ( )i I  

группа называется -нильпотентной, если она 
имеет нормальную холлову i -подгруппу для 

любого .i   В работе [8] было установлено, 

что класс всех -нильпотентных групп N -зам-
кнут. Аналогичное утверждение верно и для 
оператора .NZ  

Теорема 0.5. Пусть  – разбиение множе-
ства всех простых чисел. Тогда формация всех 
-нильпотентных групп  NZ -замкнута. 
 

1 Предварительные сведения 
Используются стандартные обозначения и 

терминология, описанные в работах [11], [18]. 
Напомним некоторые из них, которые сущест-
венны в данной работе. Через ( )G  обозначается 



А.Г. Коранчук 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (64), 2025 92 

множество различных простых делителей | G |; 
SylG  и Syl pG  – множество всех силовских под-

групп и p-подгрупп группы G соответственно. 
Напомним, что классом групп называют 

всякое множество групп, содержащее вместе с 
каждой своей группой G и все группы, изоморф-
ные G; формацией называется Q-замкнутый  
(т. е. из GF  и N G  следует, что / )G N F  

и 0R -замкнутый (т. е. из 1/G N F  и 2/G N F  

следует, что 1 2/ ( ) )G N N F  класс групп .F  

Формация F  называется: наследственной, если 

всякая подгруппа F-группы принадлежит ;F  

насыщенной, если ,GF  всякий раз, когда 

/ ( ) .G G F  Напомним, что F-корадикалом для 

формации F  называется наименьшая нормаль-
ная подгруппа группы, фактор группа по которой 
принадлежит .F  

Напомним [18, II, определение 1.4], что 
отображение f, определенное на классах групп, 
значениями которого также являются классы 
групп, называется операцией замыкания, если 
для любых классов групп H X  выполняются 

условия: расширяемости ( ),fX X  идемпо-

тентности ( ( )) ( )f f fX X  и монотонности 

( ) ( ).f fH X  

Следующая лемма хорошо известна (см., 
например, [18, А, теорема 6.4 (a)]). 

Лемма 1.1. Пусть G – группа, N G  и 

Syl .P G  Тогда / Syl( / )PN N G N  и  

/ ( / ) ( ) / .G N GN PN N N P N N  

Теорема 1.1 (Барнс и Кегель [12, cледствие 
2.2.5]). Пусть F  – формация, M и N – нормаль-
ные подгруппы .GF  Предположим, что 

( )GM C N  и пусть / ,H N G M   где /G M  

действует на N сопряжением. Тогда .H F  
 

2 Доказательство основных результатов 
2.1 Доказательство теоремы 0.1. Доказа-

тельство теоремы будем осуществлять по шагам 
с помощью ряда лемм, которые представляют 
определенный самостоятельный интерес. 

Лемма 2.1. Пусть F  – формация и p – про-

стое число. Через *
pN F  обозначим класс групп, 

нормализаторы силовских p-подгрупп которых 
принадлежат .F  Тогда *

pN F  – формация. 

Доказательство. Если *
pGN F  и /R N  – 

силовская p-подгруппа в / ,G N  то найдется си-
ловская p-подгруппа P G  такая, что 

/ / .PN N R N  Из леммы 1.1 следует, что  

/ /( / ) ( / )G N G NN R N N PN N   

( ) / ( ) / ( ( ) ) .G G GN P N N N P N P N   F  

Итак, *
pN F  – Q-замкнутый класс групп. 

 Пусть * / ,i pG N  N F  где i = 1, 2. Если p – 

силовская p-подгруппа в G, то /i iPN N  – силов-

ские подгруппы в / iG N  по лемме 1.1, где 

1,2.i   Тогда  

/ ( / ) ( ) /

( ) / ( )
iG N i i G i i

G G i

N PN N N P N N

N P N P N



 



 F
 

по лемме 1.1, где i = 1, 2. Значит, 

1 2( ) / (( ( ) ) ( ( ) ))

( ) /1 ( ).
G G G

G G

N P N P N N P N

N P N P

   
 

 

Следовательно, *
pN F  – 0R -замкнутый класс 

групп. Итак, *
pN F  – формация. 

Замечание 2.1. Мы считаем 1 силовской 
p-подгруппой в p'-группе. 

Замечание 2.2. Пусть F  – произвольная на-
следственная формация. Определим класс групп, 
нормализаторы всех силовских подгрупп кото-
рых (включая 1) принадлежат :F  

* * .p
p

N NF F


 

Отличие операции *N  от N  заключается в том, 
что * N F F  для любой наследственной форма-

ции .F  Действительно, пусть * .GN F  Выберем 

( ) ,p G   тогда 1 Syl pG  и (1) .GN G F  Ес-

ли ,GF  то и ( )GN P F  для любой SylP G  в 

силу наследственности .F  Итак, * .N F F  

Напомним [14], что для класса групп X  че-
рез ZX  обозначается класс групп, все главные 
факторы которых X -центральны. 

Лемма 2.2. Пусть X  – класс групп и pZ X  – 

класс всех групп, у которых абелевы главные  
p-факторы X -центральны. Тогда pZ X  – фор-

мация. 
Доказательство. Пусть (G GH ∣  – при-

митивная X -группа, цоколь которой – абелева p-
группа)   (G G∣  – примитивная группа, цоколь 

которой не является абелевой p-группой). Тогда 

pZ ZH X  формация по [14, теорема 1]. 

Лемма 2.3. Пусть X  – класс групп. Тогда 
* ( Z ( ( )), Syl )p p G pZ G P N P P G   N XX ∣  – фор-

мация. 
Доказательство. Пусть * .p pG ZN X  Тогда 

( )G pN P Z X  для любой Syl .pP G  Значит, вся-

кий главный p-фактор ( )GN P  является X-цент-

ральным. Из ( )GP N P  следует, что 

Z ( ( ))GP N P X  для любой Syl .pP G  

 Предположим теперь, что Z ( ( ))GP N P X  

для любой Syl .pP G  Тогда всякий главный 

фактор ( )GN P  ниже P является X-центральным, 
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а всякий главный фактор ( )GN P  выше P –  

p'-группой. Итак, все абелевы главные p-факторы 
( )GN P  являются X-центральными. Тогда 

( )G pN P Z X  для любой Syl .pP G  Следова-

тельно, * .p pG ZN X  

 Значит,  
* ( Z ( ( )), Syl ).p p G pZ G P N P P G   N XX ∣  

Согласно лемме 2.2 класс групп pZ X  является 

формацией. Тогда *
p pZN X  является формацией 

по лемме 2.1. 
 Доказательство теоремы 0.1. Заметим, что 
если G – p'-группа, то она принадлежит *

p pZN X  

для любого класса групп .X  Тогда ввиду леммы 
2.3  

( Z ( ( ))GG P N P NZ XX ∣  для любой 
*Syl ) p p

p
P G Z


  N X


 

является формацией, как пересечение формаций. 
Предположим, что .H X  Из доказательст-

ва леммы 2.2 следует, что p pZ ZH X  для любо-

го простого p. Тогда очевидно, что 
* *
p p p pZ Z NN H X  для любого простого p. Со-

гласно предыдущему абзацу: 
* * .p p p p

p p
Z Z

 
  NN N NZZ  H H X X

 
 

Итак, операция NZ  монотонна. 
Докажем, что операция NZ  идемпотентна. 

В силу монотонности ( ).N ZZ N NZX X  Пусть 

( )GNZ NZX  и Syl .P G  Тогда Z ( ( )).GP N P NZX  

Пусть /H K  – главный фактор ( ),GN P  лежащий 

ниже P. Тогда  

( )( / ) ( ( ) / ( / )) .
GG N PT H K N P C H K NZX  

Заметим, что /H K  – p-группа для некоторого 
простого p, а ( )( ) / ( / )

GG N PN P C H K  – p'-группа в 

силу Syl pP G  и [18, А, лемма 13.6]. Значит, 

главный фактор H / K группы T NZX  является 
ее силовской подгруппой. Поэтому  

( / )( / ) ( ( / ) / ( / ))

( / ) ( / ( / )) .
TN H KT

T

H K N H K C H K

H K T C H K T



  X




 

Следовательно, /H K  – X-центральный главный 

фактор ( ).GN P  Значит, Z ( ( )).GP N P X  Тогда 

( ) .NZNZ NZX X  Итак, ( ) ,NZNZ NZX X  т. е. 

операция NZ  идемпотентна. 
Пусть F  – формация и .GNF  Тогда 

( )GN P F  для любой Syl .P G  В силу теоремы 

Барнса-Кегеля ( ) Z ( ( )).G GN P N P F  В частности, 

Z ( ( ))GP N P F  для любой Syl .P G  Тогда 

.GNZF  Итак, .N NZF F  

Если F  – наследственная формация, то 
. N NZF F F  Из вышеизложенного следует, 

что операция NZ  является операцией замыкания 
на  множестве наследственных формаций.           
 

2.2 Доказательство теоремы 0.2. Предпо-
ложим, что наследственная формация  NZF F  
не является Z-насыщенной. Тогда в силу [19, 
лемма 2.4] ZF  – наследственная Z-насыщенная 
формация  и .ZF F  Выберем группу G мини-

мального порядка из .ZF F  В силу наследст-

венности ,ZF  G является минимальной не  

F -группой. Тогда, если ( )GN P G  для любой 

Syl ,P G  то G  NZF F  в силу определения 

,NZF  противоречие. Итак, ( )GG N P  для неко-

торой Syl .P G  

Заметим, что /G N F  для любой мини-
мальной нормальной подгруппы N группы G 
ввиду нашего предположения и того, что ZF  и 
F  – формации. Поэтому в G имеется единствен-
ная минимальная нормальная подгруппа N. Зна-
чит, .N P  Тогда N – F-центральный фактор 

( ).GG N P  Из /G N F  следует, что 

// Z ( ( / )) Z ( ( ) / ).G N GP N N P N N P N F F  Итак, 

Z ( ( )).GP N P F  Следовательно, ,G NZF F  

противоречие. Итак, наследственная формация 
 NZF F  является Z-насыщенной.                         

 

2.3 Доказательство теоремы 0.3. Заметим, 
что (1)aL  является формацией разрешимых 

групп. Тогда (1)a NZH L F  также является 

формацией разрешимых групп. Тогда F H  по 
условию и теореме 0.2. 

Предположим . H F  Пусть G – группа 

минимального порядка из .H F  Тогда 

/G N F  для любой минимальной нормальной 
подгруппы N группы G. В силу нашего предпо-
ложения в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N и / .G N F  Заметим, 

что N не является F-центральным главным фак-

тором G в силу Z-насыщенности .F  Поэтому 

( / ( )) .GT N G C N  F  Заметим, что по теореме 

Барнса-Кегеля .T H  Т. к. G – разрешимая груп-
па, N – p-группа для некоторого простого p. Заме-
тим, что T  является примитивной группой 1 типа. 
Следовательно, O ( ) 1p T   и F( ) O ( ).pN T T   

Итак, N – нормальная силовская подгруппа 
.T H  Значит, Z ( ( )) Z ( ).TN N N T F F   

Т. е. ( / ( )) .TT N T C N  F  Следовательно, N – 

F -центральный главный фактор G, противоречие. 

Значит, . H F  Итак, (1) .a NZH L F F  
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Докажем теперь, что  если  NZF F X  для 
любой наследственной Z-насыщенной подфор-
мации F  наследственной Z-насыщенной форма-

ции ,X  то (1).aX L  Предположим теперь, что 

(1) .a  X L  Тогда в X  найдется минимальная 

не (1)aL -группа G. Согласно [15, лемма 3.2] 

| ( ) | 2.G   Следовательно, G не имеет нормаль-

ных силовских подгрупп. Заметим, что 
(1)a H L X  – наследственная Z-насыщенная 

подформация формации .X  Тогда все собствен-
ные подгруппы G принадлежат ,H  в частности, 
совпадают со своим H -гиперцентром по теореме 

Барнса-Кегеля. Итак, ( ) ,G NZ H H X  проти-

воречие. Значит, (1) .a  X L                              

 
2.4 Доказательство следствий 0.1 и 0.2. 

Известно, что если F – максимальный внутрен-
ний локальный экран формации всех сверхраз-
решимых групп ,U  то ( )F p  – класс всех строго  

p-замкнутых групп. Пусть Syl .pP G  Тогда из 

Z ( ( ))GP N P U  и [20, лемма 2.5] следует, что 

( )( ) / ( ) ( ) / ( ) ( )
GG N P G GN P C P N P C P F p   для 

любого простого p. Значит, следствие 0.1 напря-
мую вытекает из теоремы 0.3. 

Заметим, что всякая группа с силовской 
башней сверхразрешимого типа принадлежит  

(1).aL  Итак, следствие 0.2 напрямую вытекает из 

следствия 0.1.                                                           
 

2.5 Доказательство теоремы 0.4. Предпо-
ложим, что . NZF F S  Заметим, что 

    N NZF F S F S F  по теореме 0.1. Итак, 
для наследственной насыщенной формации 

. NF F S  Следовательно, F  – покрывающая 
формация по [7, теорема]. 

Предположим теперь, что F  – покрываю-
щая формация и .G NZF S  Пусть 

{ , } ( )p q G     и ( ).p F q  Тогда по опреде-

лению ( ).q F p  Пусть H – холлова π-подгруп-

па G. Тогда найдутся силовские p-подгруппа p и 
q-подгруппа Q группы G, содержащиеся в H. 
Заметим, что ( ) ( )H GP N P N P   и 

( ) ( ).H GQ N Q N Q   Из G NZF S  и [19, 

лемма 2.4] следует, что Z ( ( ))HP N P F  и 

Z ( ( )).HQ N Q F  Тогда 

( ) / ( ) ( )H H pN P C P F p   S N  
по [20, лемма 2.5]. Аналогично 

( ) / ( ) ( ) .H H qN Q C Q F p   S N  
Итак, H нильпотентна по [21, теорема 1]. Значит, 
GF  по [7, предложение 2].                                
 

2.6 Доказательство теоремы 0.5. Напом-
ним, что через N  обозначается класс всех  

-нильпотентных групп. Согласно [17] главный 
фактор /H K  группы G является N -централь-

ным, если ( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  является 

i -группой для некоторого .i   

Пусть P – силовская p-подгруппа группы 
G NZN  и .ip   Тогда 

    ( )/  /) /(G NG PH K N P C H K   
является i -группой для любого главного фак-

тора /H K  группы ( ),GN P  лежащего ниже P. 

Тогда ( ) / ( )G GN P C P  является i -группой. Зна-

чит, холлова i -подгруппа нормальна в G для 

любого i   по [21, теорема 1], т. е. .G N   
 

Заключение 
В работе введена и изучена операция NZ на 

классах конечных групп, сопоставляющая каж-
дому классу групп X класс NZX  групп, силов-

ские подгруппы которых лежат в X-гиперцент-

рах их нормализаторов. Описаны неподвижные 
точки данной операции. Усилен известный при-
знак сверхразрешимости Р. Бэра. Установлена 
NZ-замкнутость формации всех -нильпотент-
ных групп. 
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