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УДК 517.5

Приближения на классах Липшица суммами Фейера рядов Фурье одной системы алгебраических дробей Чебышёва-Маркова
П.Г. Поцейко

Работа посвящена изучению приближений суммами Фейера рядов Фурье по одной системе алгебраических дробей Чебышёва-Маркова на классах 
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 функций, удовлетворяющих на отрезке  условию Липшица порядка 
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 с константой 
[image: image4.wmf].
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 Приводятся ранее известные работы, относящиеся к исследованиям асимптотически точных верхних граней отклонений полиномиальных сумм Фейера на классах Липшица, а также некоторых рациональных методов приближений. Устанавливаются асимптотически точные верхние грани отклонений последовательностей сумм Фейера рациональных рядов Фурье-Чебышёва на классах 
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Ключевые слова: ряд Фурье-Чебышёва, частичные суммы, суммы Фейера, асимптотические оценки, точные константы.

The paper is devoted to the study of approximations by Fejér means of Fourier series on one system of Chebyshev-Markov algebraic fractions on classes 
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of functions satisfying Lipschitz condition of order 
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 with a constant 
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 on a segment [-1,1]. The previously known works relating to the studies of asymptotically exact upper bounds of deviations of polynomial Fejér means on Lipschitz classes, as well as some rational methods of approximation are given. Asymptotically exact upper bounds of deviations of sequences of Fejér means of rational Fourier-Chebyshev series on classes 
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 are established

Keywords: Fourier-Chebyshev series, partial sums, Fejér means, asymptotic estimates, exact constants.
Введение. Одна из важнейших задач теории приближений функций формулируется следующим образом. Пусть задан какой-либо класс 
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 непрерывных на отрезке 
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 функций и оператор 
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 (метод приближения), ставящий в соответствие каждой функции 
[image: image13.wmf]fM

Î

 некоторый многочлен степени не выше 
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, значение которого в точке 
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 обозначим через 
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. Требуется определить верхнюю грань
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уклонений функции 
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 от их приближений 
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 в равномерной метрике (см. [1]). Первые результаты в этом направлении принадлежат А.Н. Колмогорову [2]. С.М. Никольским [3] (см., также [4, с. 205]) установлены асимптотически точные оценки верхних граней уклонений тригонометрических сумм Фейера на классах Липшица. Ли Лорx [5] уточнил асимптотическую формулу С.М. Никольского. Наконец, С.А. Теляковский [6] получил её полное асимптотическое разложение отдельно для чётных и нечётных 
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 И.М. Ганзбург и А.Ф. Тиман [7] нашли асимптотически точную оценку верхних граней отклонений сумм Фейера полиномиальных рядов Фурье-Чебышёва на классах 
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[image: image22.wmf]x

 на отрезке 
[image: image23.wmf][1,1].

-

 А.В. Ефимовым [8] установлено выражение главного члена уклонения функции от её сумм Фейера и сумм Фурье, а также асимптотически точные равенства для верхних граней этих уклонений, распространенных на классы 
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. Г.К. Лебедь и А.А. Авдеенко [9] получили аналогичные результаты в интегральной метрике.
Первый результат, выражающий порядок убывания последовательности 
[image: image26.wmf]n
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в рациональном случае, принадлежит В.Н. Русаку [10]. В качестве классов выбирались классы периодических функций 
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, имеющих r-ю производную 
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, а в качестве оператора 
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 – рациональный оператор Валле Пуссена.

Е.А. Ровбой получен аналогичный результат для функций 
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, имеющих на отрезке 
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 (см. [11]), а также установлены точные в некоторых случаях оценки величины 
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 на классах 
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 непрерывных на отрезке 
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 функций 
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, имеющих ограниченную вариацию с заданным модулем непрерывности (см. [12]).

К настоящему времени задача нахождения асимптотически точных верхних граней является классической, и имеются глубокие исследования для различных классов функций и широкого круга методов приближений.
В [13] авторами были построены и исследованы ряды Фурье по одной системе алгебраических дробей Чебышёва-Маркова, которая является обобщением классической системы полиномов Чебышёва первого рода. В частности, был построен интеграл Дирихле и изучены его аппроксимационные свойства в приближениях индивидуальных функций. В [14] на основании полученных ранее результатов были введены суммы Фейера рациональных рядов Фурье-Чебышёва и также проведено исследование аппроксимационных свойств полученного метода. В частности, установлен характер сходимости последовательностей сумм Фейера для непрерывных на отрезке 
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 функций, и установлены условия, которым должен удовлетворять параметр, чтобы сходимость имела место.
В настоящей работе продолжим изучение аппроксимационных свойств, введённых в [14] сумм Фейера. Будут установлены асимптотически точные верхние грани уклонений изучаемого метода приближений на классах 
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функций, удовлетворяющих на отрезке 
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 условию Липшица порядка 
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 с константой 
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1. Суммы Фейера рациональных рядов Фурье-Чебышёва на отрезке. Напомним основные сведения о суммах Фейера рационального ряда Фурье-Чебышёва. Пусть задана частичная сумма порядка 
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 ряда Фурье по системе алгебраических дробей Чебышёва-Маркова для чётной функции 
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Среднее арифметическое частичных сумм 
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назовём суммами Фейера рядов Фурье по системе алгебраических дробей Чебышёва-Маркова.
Справедлива

Теорема 1 [14]. Если функция 
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 определена и абсолютно суммируема с весом 
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на отрезке 
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 то суммы Фейера 
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 – множество функций вида
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Кроме этого оператор 
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 является положительным, точным для единицы и для него имеет место представление
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где
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Следствие 1. Положив в (2) 
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Другими словами, переходя к полиномиальному случаю, выражение (2) представляет собой суммы Фейера тригонометрических рядов Фурье чётной функции 
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Рассмотрим последовательность сумм Фейера
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Заметим, что и здесь, и везде в дальнейшем для каждого индекса 
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 может выбираться соответствующее 
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 Однако, мы не будем указывать эту зависимость, так как все приведённые оценки являются равномерными относительно 
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Следствие 2 [14]. Если выполняется условие
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то последовательность сумм Фейера (1) сходится к 
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2. Приближения на классах 
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 суммами Фейера. В данном разделе настоящей работы рассматривается класс 
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 удовлетворяющих на отрезке 
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 условию Липшица, степени 
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Изучим асимптотическое поведение верхних граней
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уклонений последовательностей сумм Фейера 
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 Следующая теорема устанавливает асимптотическое поведение величины (5).
Теорема 2. Для приближений на классах 
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 справедливы следующие асимптотические равенства:
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если 
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если 
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При этом:
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Доказательство. Из (2) с учётом 
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Воспользовавшись точностью оператора 
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Тогда
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2

||/2

1sin[(1)(,)]

(cos)(cos)

(1)()sin()

vu

nuv

fufvdv

nuvu

p

j

pl

-£

+

£-£

+-

ò



[image: image97.wmf]2

2

||/2

sin[(1)(,)]

coscos.

(1)()sin()

vu

Mnuv

uvdv

nuvu

g

p

j

pl

-£

+

£-

+-

ò


C другой стороны, это неравенство обращается в точное равенство для функции 
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 Поэтому из (5) и последней оценки следует, что
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Поскольку 
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В интеграле справа выполним замену переменного интегрирования по формуле 
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где
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Наконец, выполнив в первом интеграле замену 
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где
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Учитывая, что
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получим
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где
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Проведём исследование каждого из двух интегралов по отдельности. Нетрудно заметить, что их асимптотическое поведение при 
[image: image113.wmf]n
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 зависит исключительно от значений, принимаемых переменной интегрирования в непосредственной близости нуля.
Рассмотрим интеграл 
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находим
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где величина 
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Выполнив замену переменного по формуле 
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Как известно, [4] (см., также [15, с. 116]), при 
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 и выполнении условий следствия 2, при 
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Следовательно,
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Займёмся теперь интегралом 
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 Прежде всего исследуем случай, когда 
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Учитывая асимптотические соотношения 
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 а также принимая во внимание рассуждения при исследовании асимптотического поведения интеграла 
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Выполнив в последнем интеграле уже известную замену переменного 
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 приходим к соотношению
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При 
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 интеграл справа имеет следующие асимптотики
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Отсюда находим, что
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Теперь исследуем интеграл 
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Выполнив в последнем интеграле замену 
[image: image144.wmf]2~,
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 придём к соотношению
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Теперь из (14), (16) и (17) с учетом (10) и (13) непосредственно следует (6), (7) и (8). Из (11), (12) и тех же соотношений следует (9). Это завершает доказательство теоремы 2.

Следствие 3. Положив в формулировке теоремы 2 значение параметра 
[image: image146.wmf]0
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, получим результат А.Ф. Тимана и И.М. Ганзбурга [7].
Заключение. В работе изучены аппроксимационные свойства сумм Фейера рядов Фурье по системе алгебраических дробей Чебышёва-Маркова. Установлены асимптотически точные верхние грани уклонений на классах 
[image: image147.wmf]()
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 функций, удовлетворяющих на отрезке [-1,1] условию Липшица с показателем 
[image: image148.wmf]g

 и константой M (теорема 2). Данный результат является обобщением классического результата И.М. Ганзбурга и А.Ф. Тимана на рациональные функции с двумя геометрически различными полюсами.
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