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1 Проблема центра-фокуса 
Проблема центра-фокуса, поставленная 

А. Пуанкаре [1], является одной из основных 
проблем качественной теории дифференциаль-
ных уравнений. А.М. Ляпунов в своих классиче-
ских работах связал её с общей задачей об ус-
тойчивости движения [2, c. 120–189] и свёл ре-
шение проблемы различения центра и фокуса к 
вычислению так называемых фокусных величин. 
Открытый им метод побудил многих исследова-
телей, в том числе и в нашей стране, заняться 
решением этой проблемы в конкретных случаях 
[3]–[4]. 

После введения понятия отражающей 
функции [5] появились новые возможности ре-
шения проблемы центра-фокуса с использовани-
ем того факта, что особая точка является цен-
тром тогда и только тогда, когда отражающая 
функция периодична в окрестности этой точки 
[6, с. 12–13]. 

Не приводя многочисленный список соот-
ветствующих трудов по теории отражающей 
функции, ограничимся упоминанием работ мо-
нографического характера [6]–[10]. 

В данной работе мы используем понятие 
обобщённого первого интеграла [11], тесно свя-
занное с понятием отражающей функции и ре-
шением проблемы центра-фокуса. 

 

2 Теоремы о нахождении центра-фокуса 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 
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φ и ρ – полярные координаты, функции ( )ia   и 

( )ib   – 2π-периодичны. Начало координат 0   

для этого уравнения является особой точкой, для 
которой возникает проблема центра-фокуса. 

Теорема 2.1. Пусть функции 

1 2( ), ( ),..., ( )na a a    
дифференцируемы и чётны, а функции 

1 2( ), ( ),..., ( )rs s s    
непрерывны, нечётны и 2π-периодичны. Пусть 
также имеет место тождество 
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Пусть далее существует постоянная 

0 0,a   для которой 1 0( ) .a a   

Тогда особая точка 0   является цен-

тром для дифференциального уравнения (2.1). 
Доказательство. В рассматриваемом слу-

чае для функции 
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  – нечётная по переменной φ 

функция. Поэтому согласно теореме 1 из [5] 
функция ( , )U    является обобщённым первым 

интегралом дифференциального уравнения (2.1) 
и для неё выполнено тождество 

( , ) ( , ),U U      где функция ( )     являет-

ся решением дифференциального уравнения 
(2.1), таким, что   00 ,    а ( ).     

В силу теоремы об интегральной непрерыв-
ности [3, с. 22] для каждого 0   существует 
такое 0,   что для всякого решения 0( , )    

дифференциального уравнения (2.1) выполнено 
неравенство 0( , )      при всех 0 ,    по-

скольку уравнение (2.1) имеет очевидное реше-
ние 0.   По доказанному выше для всех таких 

решений имеет место тождество 
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Отсюда по теореме о неявно заданной 
функции [12, с. 445] мы делаем заключение о 
том, что 0 0( , ) ( , )        и, в частности, 

0 0( , ) ( , ).        Из этого заключения, в свою 

очередь, следует 2π-периодичность решения 
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начает, что особая точка 0 0   является цен-

тром для дифференциального уравнения (2.1).    
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где  is   – нечётные, а  im   – чётные непре-

рывные 2π-периодические функции. При этом 
для отражающей функции  ,F    уравнения 

(2.2) выполнено тождество  

    , , , .U F U           (2.3) 

Используя его, приходим к следующей тео-
реме. 
 Теорема 2.2. Пусть для дифференциального 
уравнения (2.2) выполнены следующие условия: 

1) правая часть уравнения (2.2) 2π-перио-
дична по φ; 

2) 2π-периодическая дифференцируемая 
функция ( , )U    такова, что ряды в правой 

части уравнения (2.2) сходятся равномерно при 

0 ;    

3) при всех 0    и всех  ;    имеет 

место неравенство ( , ) 0.
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Тогда особая точка 0   дифференциаль-

ного уравнения (2.2) представляет собой центр. 
Доказательство. По свойству отражающей 

функции [7, с. 63] для каждого решения     

дифференциального уравнения (2.2) имеет место 

тождество     , .F        

Тогда в силу 2π-периодичности функции 
( , )U    по переменной φ из тождества (2.3) по-

лучим соотношение 

    , .U        

Из последнего соотношения для любого 
продолжимого на отрезок  ;   решения 

  ,   близкого к тривиальному решению 0,   

следует равенство     ,      откуда делаем 

вывод о замкнутости всех траекторий дифферен-
циального уравнения (2.2), близких к особой 
точке 0.                                                                

Пусть теперь рассматривается дифференци-
альное уравнение, правая часть которого может 
быть представлена в виде отношения двух сте-
пенных рядов. Для того, чтобы мы имели воз-
можность применить теорему 1.2 к этому урав-
нению, понадобится представить его в виде (2.2), 
если такое представление в принципе возможно. 

Для этого должна быть найдена соответст-
вующая функция ( , ).U    Ограничимся тем слу-

чаем, когда она представляет собой многочлен 
по ρ заданной степени 2 с нулевым свободным 
членом, т. е. будем считать, что 
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    2
1 2( , ) ,U a a              (2.4) 

где  1a   и  2a   – непрерывно дифференци-

руемые 2π-периодические функции. Свободный 
член  0a   полагаем равным нулю с той целью, 

чтобы точка 0   плоскости  ,   являлась 

особой точкой (точкой покоя) дифференциально-
го уравнения (2.2). Будем считать также, что 
имеет место тождество  1 1,m    т. к. это не 

меняет характер чётности коэффициентов соот-
ветствующих рядов в правой части уравнения 
(2.2). 

При описанных условиях знаменатель  
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правой части дифференциального уравнения 
(2.2) имеет вид 
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где слагаемое  2
1 ,Q    не содержит ρ в первой 

и в нулевой степени. Из получающихся таким 
образом соотношений  
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однозначно определим функцию (2.4) и затем 
установим, удовлетворяет ли заданное уравнение 
теореме 2.2 или нет. 
 Пример. Рассмотрим дифференциальное 
уравнение 

d
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Формулы (2.5) позволяют найти 1 3,a   

2 sina    и функцию 2( , ) 3 sin .U       

Далее легко проверяется, что числитель 
дифференциального уравнения (2.6) можно запи-
сать в виде, указанном в дифференциальном 
уравнении (2.2). Поэтому, согласно теореме 1.2, 
особая точка 0   дифференциального уравне-

ния (2.6) является центром. 
Аналогичные рассмотрения можно прово-

дить и в том случае, когда функция ( , )U    

представляет собой многочлен произвольного 
заданного порядка. 

 
Заключение 
В работе установлены достаточные условия 

наличия центра для дифференциального уравне-
ния, правая часть которого представляет собой 
отношение двух рядов по полярной координате ρ 

с 2π-периодическими коэффициентами по по-
лярному углу φ. 
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