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ТОЧНАЯ ГОМОЛОГИЯ И ЗАЦЕПЛЕНИЕ ДЛЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ 
СТИНРОДА

(Представлено академиком П. С. Александровым 29 X 1971)

В заметке приводится построение на категории компактных пар точной 
теории гомологии при помощи цепей, определенных на конечных открытых 
покрытиях пространства, с коэффициентами в комплексах копредпучков 
модулей (’). Далее, нам удалось получить зацепление для двойственности 
Стинрода (2) благодаря нашей конструкции групп гомологии Стинрода. 
Желательность установить, насколько можно интерпретировать двойствен­
ность Стинрода в зацеплениях, как это возможно для двойственности Алек­
сандера, была высказана П. С. Александровым (3).

Пусть £m = Lq-Л Lx4.. —*Lm — конечный комплекс абеле­
вых групп, либо дискретных, либо компактных и — комплекс, состоя­
щий из двойственных групп и сопряженных гомоморфизмов комплекса

Пусть Kn+i— (п + 1)-мерный ориентированный полиэдр, гомеоморф­
ный (n + 1)-мерному многообразию, r-мерная цепь (г + 0) полиэдра Kn+i 
с коэффициентами в комплексе является элементом группы
[Hom (С* (Kn+i, Z), Gm) т. е. имеет вид

t = 2+ 2 + • • • + 2 № + • • ■ + 2 *М+т,
Y VI

где o/+i—(г + £)-мерный симплекс полиэдра Kn+l и 1гу f= Lt, причем 

2 li<5y+' = 0, если г + i 2> n + 1. r-Мерная коцепь (г + 0) полиэдра 

jS?+1 с коэффициентами в комплексе 8,„* является элементом группы 
[Hom(С, (A"+1, Z), 8т*) ]г, т. е. имеет вид

тг = 2 ад+от + ■ • • + 2 + • ■ • + 2 +2
•п Y 3 О.

где l-t е L*, причем 2 = 0, если г + i > n + 1.

Барицентрической звездной цепью r-мерной коцепи хг называется еле-; 
дующая (n + 1 — г)-мерная цепь с коэффициентами в йт*:

^(+=4m2/rm5™ + ... + +2^и + -..+ л 2/0ч,
Д Y 3 а

где = Ait at — 1, если г четно и = (—1)г, если i нечетно.
Определим индекс пересечения цепи + и барицентрической звездной 

цепи T*„+1_r = й(жг):

Щг, ^n+l-r) = (?г, Хг) = 22^-;‘
• i Y

Пусть хп-г и у г — два непересекающихся цикла многообразия Kn+i, 
причем первый взят с коэффициентами в 8т*, а второй — с коэффициента­
ми в Предположим, что каждый из них гомологичен нулю в А"+1. Если 
хп_,. — дип+1-т, то определим коэффициент зацепления циклов уг и хп_т

\/ (,Ут, Хи—Т) I (у г, (3)
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Приведем теперь построение точной теории гомологии на категории 21 
компактных пар и непрерывных отображении, которая на подкатегории 
метрических пар удовлетворяет аксиоматике Милнора (4) теории гомоло­
гии Стинрода. Эта аксиоматика содержит все аксиомы Эппенберга — Стин- 
рода и добавляются следующие две аксиомы:

8) инвариантность для относительных гомеоморфизмов,
9) если X является объединением счетного числа компактных подмно­

жеств Хо, Xt, ..., Xq, ..., диаметр которых стремится к нулю, причем 
Х.,,ф\Х} = b для i j, где Ъ — точка из X, то Нп(Х, Ь) естественно изоморф­
на П Hn{Xq, Ъ).

ч
Теорию гомологии, удовлетворяющую этой аксиоматике Милнора, за 

исключением аксиомы размерности, естественно назвать обобщенной тео­
рией гомологии Стинрода.

Покрытием пары {X, называется пара (U, V) такая, что U —
конечное мультипликативное открытое покрытие X, а V — мультиплика­
тивное подмножество U, удовлетворяющее условию: U v => И, причем для 

rev
и е U, v е= V, если и Г1 и = ф, то и П f К В множество Cov(X. Л) всех 
таких покрытий введем упорядоченность следующим образом: (Uh ЕД » 
> (t7a, Va), если U9 и Пр вписаны соответственно в Ua и Va, причем для 
иа (= Ua, щ, е Z7p, когда иа П щ =Н= ф, то иа |"| щ е U$. Для Cov(X, ф) эту 
вписанность рассмотрел П. С. Александров (5) и назвал ее точной вписан­
ностью. Если (Пр, Ер) (Ua, Р'Д, то имеем симплпциальпое отображение 
Рра: (Ар, Пр) -> (Ка, La) нервов этих покрытий, где р^ (иф = П

Рассмотрим теперь комплекс ЭД копредпучков модулей над X:
ЭД = . .. ЭДМ -1 эд/л ЭД9+1 .

Для каждого (Ua, Va) eCov(X, Л) образуем группы
О„(На,ЭД) = 2Сп+ДАа,ЭД0, Д.М -

г г
где Сп-:фКа, ЭД,)—группа (га + 0-мерных цепей с коэффициентами 
в копредпучке ЭД; па покрытии Ua, a Cn+i(La, ЭД;) — ее подгруппа, состоя­
щая из таких цепей, которые принимают значение нуль на симплексах, не 
принадлежащих La.

Пусть Сп(Х, А, ЭД) —фактор-группаlim {Dn(Ka, ЭД), qf} по подгруппе 
а

lim {D,„ (La, ЭД), <?</}, где qf, аф7'— гомоморфизмы, индуцированные симпли- 
а
циальным отображением pf. Определим граничный оператор дпа-. 
Dn(Ka,W.) ^Пп^(Ка,^1), полагая 9п (^п+г) ( —1)п<?ся+/ + т/(с„+/), где
т/ — гомоморфизм цепей, индуцированный гомоморфизмом т;. Система 
граничных операторов {д„а} индуцирует граничный оператор дп: 
Сп(Х, А, ЭД) ~^Cn-i(X, Л, ЭД) и и-мерная группа гомологии Нп(Х, А, ЭД) 
цепного комплекса Ct (X, Л, ЭД) = {Ctn(X, Л, ЭД), дп} называется тг-мерной 
группой гомологии пары (X, Л) с коэффициентами в комплексе ЭД копред­
пучков модулей над X.

Пусть S — копредпучок модулей над X; рассмотрим его инъективную 
резольвенту: 0 —> (З11—> ЭД0 —ЭДг — . . . ЭДд -Я . .. п-Мерной группой гомо­
логии пространства X с коэффициентами в копредпучке S назовем группу 

ЯП(Х,@) =ЯДХ,ф,ЭД'), где ЭД' = ...-^0 + ЭД(Дэд1-^...->ЭДд-4-..., 
которая не зависит от инъективной резольвенты копредпучка ®.

Для каждой точной последовательности копредпучков над X а (3
0->®1->@^@2->0 имеем точную последовательность

. . .-+Яп+1(Х, ®2) ->ЯДХ, ©,) -*ЯДХ, ®) -^НАХ, ®2) .
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Если комплексы и ЯЯ' являются конечными комплексами постоянных 
копредпучков инъективных модулей над наследственным кольцом, то имеет 
место

Теорема 1. Для метрических пространств группы гомологии 
НДХ, А, Ш1) являются обобщенными группами гомологии Стинрода, груп­
пы гомологии НДХ, A, $1') удовлетворяют аксиоматике Милнора теории 
гомологии Стинрода, причем НДХ,$Я') изоморфна (п А- 1)-мерной группе 
гомологии Стинрода с коэффициентами в постоянном копредпучке G.

Точные теории гомологии, аналогичные или обобщающие теории гомо­
логии Стинрода построены также в (4,6~9).

Пусть А — компактное подмножество (re ф- 1)-мерной сферы Sn+l. Рас­
смотрим триангуляции Tt сферы S"+1, i = 0,1,..., где Ti+l — барицентри­
ческое подразделение Т,. Пусть К, i = 0, 1,..., — наименьший подком­
плекс содержащий А{ и q>(: Ki+i -> Ki — симплициальное отображение, 
индуцированное вписанностью звездных покрытий. Рассмотрим цеп­
ной комплекс С»(И, Sm) = lim{С*(К, 8„),ф(}, где СДК,, 8m) =

= Hom (С* (Ki, Z), 8,„), а ср, — цепное отображение, индуцированное <р,-.
Группа гомологии ИДА, 8„) = lim{/ZrC,(Ki, im), (pj естественно изо- 

V i
морфна группе НДА, ЪД) и, если 8,.„ является комплексом групп с беско­
нечным делением, то группа гомологии Нт (A, 8т) комплекса С ДА, 8Ш) 
изоморфна группе Нг (Л, 8т). Пусть К*— двойственный комплекс ком­
плекса Ki и СДК*, 8Ш) —звездный цепной комплекс для К* с коэффи­
циентами в 8т*. Симплициальное отображение индуцирует отображение 
<рЛ*: СДК*) -+СДК+1*) и пусть Нп_ДВ, 8m*) — lim {Нп-гСДКД 8то*)фГ},

i
где B = Sn+1\H. Эта группа гомологии естественно изоморфна группе 
Н^ДВ,^т*Д

Пусть Zr(A, 8m)—группа г-мерпых циклов комплекса С ДА, 8,„), 
zr<=Zr(A, 8m), zr = {г/}, и пусть zr,~r GE Zn~r {В, 8), zn_r = {zn_r},
где Z„_r*—прямой предел {Zn_T(Ki*, 8та*),с/}, рассмотренных как 
дискретные группы, а с,*: Сп-ДК*, 8„*) -+Cn-r(Ki+l, £т*) индуцирован срГ. 
Определим коэффициент зацепления циклов zr и zn_r: \Z(zr,Zn-r) = 
= V (z,.\ z„_r), не зависящий от i, и назовем зацеплением для двойствен­
ности Александера — Понтрягина с коэффициентами в комплексе 8т.

Теорема 2. Если А — замкнутое подмножество (п ф- 1)-мерной сфе­
ры 5"‘и, то при помощи зацепления \/zr, zn~r) группа гомологии НДА, 8„,) 
двойственна группе гомологии Hn-r(Sn+l \ A, 8т*), когда 0 < г < п, если 
тп = 0, 1, и когда m • г z'E п — пг, если m > 1.

Пусть Si = ... 0 Lo —»- Lt -+■ 0 ->•... — комплекс групп с бесконеч­
ным делением, т0 — эпиморфизм и Кег то ~ G. Тогда из теоремы 1 следует, 
что имеем изоморфизм ■й группы гомологии Стинрода Н'Г^ДА, G) на груп­
пу ЙДА, 8,).

Так как В, (К, 8ф / Ёт — группа с бесконечным делением, то суще- 
i

вует гомоморфизм со: ЙДА, 8ф —8J IBr такой, что соф = ст, 

где Вг — группа r-мерных ограничивающих комплекса С,. (4, 8^, о — вло­
жение, а ф: Ит5г(ТГ;, 81) /Вт-+ ЙДА, 8ф —ядро естественного гомомор­

физма гр: ЙДА, 8ф Нг(4, 8J. Пусть ц: ЙДА, 81) -> Цвг(7С, Зф / 

J В г Н ДА, 81) —гомоморфизм, индуцированный гомоморфизмами со и ср.
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Тогда [л является мономорфизмом. Тем самым имеем мономорфизм 
у = Я;+1(Л, G) ^ДВГ(К„ 8,) 1ВГ + Н-(А. 8:1.

i
Пусть К/ — комплекс, состоящий из барицентрических звезд симплек­

сов, входящих в Kt. Отображение ср; индуцирует гомоморфизм
<р/: С_г+1(К/, 8i*)->Cn_r+t(K' +1, 81*) и* мы имеем изоморфизм
аг: Cr(A, 8/) = lim {Ст(К, 8Г), ср.} ж lim {Cn_r+i(K'. 8,*). 7 '}. который 

г i
перестановочен с пограничным оператором бг и с ограничением д-_-^ на 
К/ граничного оператора d„_r+J.

Пусть р : 2 Сг (К{, Sl)/Zr (К^Si) -> Cr (A, Sl)^(A, ^-гомоморфизм. co- 
г

пряженный вложению 3 ■ &r(A, £1)—>П Br(Ki, £j). Тогда Kerj3 двойствен- 
i

на Ж (Ki, £0 A и, если Ker P—ядро гомоморфизма p : 2^’«-г^^о£т)_> 
i i

—> Im дп^г+1, индуцированного P, то группа KerP + Hn_r (B,SX) двойственна 
группе Ц5Г(К;, Sr)/Br + ffr(A,Sl).

i
Рассмотрим ее естественный гомоморфизм т: Ker р + Яп-Г(5,8,*)-> 

->Н"п_г(В, 8/, со) на ее фактор-группу по подгруппе тех элементов, кото­
рые аннулируются на каждом y(zj.+1), где zr+l = (К, е, сг+1) — регулярный 
(г+1)-мерный цикл компактного множества А, |К| = 5п+1\4 не — 
регулярное отображение, соответствующее тождественному отображению 
бесконечного симплициального комплекса К. Тогда имеем мономорфизм 
щ Н"п_т(В, 8?, и) Нп-г(В, G*), индуцированный законом двойствен­
ности Пуанкаре.

Пусть Ь1п_г <= Вп^г(К', 81*) и с^_г+)—(n —г + 1)-мерная звездная 
цепь с коэффициентами в 8/, которая равняется нулю на дополнении к К/, 
и такая, что ограничение цепи дсгп_г+1 на К{ совпадает с Ьп_г и пусть 

*г *
br ^Br(Ki, 81). Тогда 1(Ьгг, с„_г+1) назовем зацеплением между Ь,-’ п

и обозначим \Г(Ъф, Ъ\_г). Зацепления {V (b,\ bln_r), i = 0,1,...} одно­
значно индуцируют зацепление \/'(Ьг, Ьп~г) между П5г(£ц£1) и 

г
Ж-г (K'i,.Sl).
I

Рассмотрим цикл Z'n_r е hn_r s Im г и регулярный цикл z'r^t = 
= (K,s,cr+i). Пусть т]т(бп_г, 7i„_r) = h'n_r , z„_r<=hn_r и y(z;+1) =

(brf hr), br br, zr £=e hr. Тогда \/ (zr+1, zn_r) — \ф (br, bn-r) -f- \/ (z, zn..r) 
назовем зацеплением для двойственности Стинрода.

Теорема 3. Если А — замкнутое подмножество (п + 1)-мерной сфе­
ры Sn+i, то двойственность Стинрода группы гомологии Стинрода H'r+i (A, G) 
с группой гомологии H„-r(Sn+l \ A, G*) выражается через зацепление (4).

Тбилисский математический институт Поступило
им. А. М. Размадзе 30 VII 1971
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