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УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком Г. 11. Марчуком 18 IV 1972)

Основные трехмерные задачи теории упругости могут быть сведены к 
системам интегральных пли функциональных уравнений (*—3). Существо­
вание и единственность решения доказываются для краевых задач доста­
точно общего вида. Однако решение полученных уравнений связано со 
значительными трудностями.

В настоящей работе излагается способ решения смешанной п других 
основных трехмерных задач для тел произвольной формы путем числен­
ной реализации метода интегральных уравнений без использования этих 
уравнений в явном виде. Для решения систем линейных алгебраических 
уравнений, к которым сводятся задачи, дается итерационный алгоритм, 
связанпый с выделением главной части. Доказывается сходимость про­
цесса и на примерах показывается его эффективность. Изложение ведет­
ся применительно к случаю изотропного и однородного тела, затем указы­
ваются возможности некоторых обобщений.

Пусть заданное тело занимает некоторую одно- или многосвязную 
трехмерную область Q, ограниченную одной пли несколькими поверхно­
стями S, на которых заданы нагрузки или смещения в соответствии с 
корректной постановкой трехмерной задачи. Будем считать, что область Q 
является частью сплошного упругого пространства, внутри которого по 5 
действуют некоторые неизвестные распределенные нагрузки q. Требуется 
найти такие значения q, при которых будут выполнены запанные усло­
вия па S.

Используя фундаментальное решение для сосредоточенной силы в уп­
ругом пространстве, найдем напряжения и смещения от совокупности на­
грузок q. Разобьем все поверхности S на п достаточно малых участков и 
будем полагать, что в пределах каждого из этих участков q = const. На­
пряжения в некоторой точке к, запишем в виде

п 3

МК) = 2 2 ЗЖЛ-W0; (1)
,Г=1 1=1

здесь i, j. I — индексы, принимающие значения 1, 2, 3, которые соответ­
ствуют направлениям х, у, z в декартовой системе координат; б;Р(/с„ 
кг) — напряжения в точке ks при действии на r-м участке единичных на- 
грузок по направлению I, qr — неизвестные нагрузки, действующие па 
г-м участке по направлению I.

В аналогичной форме запишем выражения смещений. Если в области 
й, включая 5, действуют сосредоточенные силы, то в правую часть (1) 
следует добавить соответствующие слагаемые.

Напряжения (A? (ks, кя) будем находить интегрированием по поверх­
ности 5-го участка. Если точка к, лежит на этой поверхности, то в выра-
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ИХ ВИЯХ ■* i 1 > »■' ■ i ; i V ’К I < ■COOi. IUn( L r < в гзаппые с сингулярным
ХСр. . ; ,4 ' IX выpa>xt 11 - I сс |<_дуем эти особенности
обы'ИЯВ/! 11 k it ktl .■ i т 0 IO шую вне S вблизи точки

• Б .Щ 1 Я < , , t ! JO ( Гр II1 i ц участка. Интегралы по
участку пр» 1 1 1 *ii ii j кДС О МЛ1 IIHj rp I 1<> по малой окрестности kf и

о j l . « I II ! ТЦ \ 4 a 1 v Устремляя к к А, п пере-
ХОДЯ К ПрЯДс.п у. ШИШл, 4^, наиря.гкения определяются суммой интегралов
в < л. io главного значения п слагаемых <ш“, связанных с указанными: 
с: ‘ тярнсстями:

* , , 1 v
ai-r -= ± “2“ 91', °2 з' = ж'.г = ж? — 7—7 91', (2)

> , 1 . 1 
31'2' Г" ~ Q1’, °1'а' — ййй ~2~ Qi', °2'з' — V,

Г. 2/, 3' — локальная система координат, 1'— направление нормали 
к Л. .. к 3'— взаимно ортогональные направления в S, у — коэффициент 
Иуж,' Выбор знака определяется направлением приблпягепия к S. 
В ■ : о ..л й'ншгх компонент смещении слагаемые, аналогичные (2), отсут­
ствуют.

;.ик-ам образом, для точек, лежащих па S, члены выражений (1), го- 
оыж ствующие $ г, содержат слагаемые (2).

Взамен бы в г с.ж тютя значений интегралов ио поверхности участка в 
смыс л: главного значения определяются паяряягеппя п смещения от со­
средоточенных ел эквивалентных распределенной нагрузке. Согласно 
полученным оценкам, напряженно к точке А,, расположенной в центре 
прямоугольного участка, можно найти ;;ак сумму напряжений, получеи.- 
лых по формулам (2), и напряжений от равнодействующих нагрузок ул- 
в'ч;енных в жиграх четырех одинаковых прямоугольников, образую­
щие згданный участок и имеющих к. своей общей вершиной.

<’ а жнолыжжипи. выражений (1) краевые условия дают систему ж- 
ллгзьж уравнений: для щА' . Определив q'r' , можно далее найти напря- 
эжя<я в охещоиля в Q.

Метод, блпзк’л: к сиксэиному, был реализован для решения: плоских 
л к у ыжжжжл чшых осесимметричных задач в (б5). Однако при решении 
то- -..верной л-з'зж: на поверхности: S приходите;:. разбивать на столь бо.ж- 
!■' злело ушюткол. что эффективность 'такого подхода требует снециаль-
'Бж . ’ риоха уошоти: систем уравняли 31\ к которым сводятся задачи.

• ‘ и- пишем кыражевпя (2) в виде

-.их ''ЗХУяхУ’ : з Е 3
?-i r-l *

-! р' ж. , : А 2. .... з — 1 ж 3- 1 . п.
з зал,'Жз лой Форме запишем >зо.рс-жсиия для перемещений.

? жужо с.жгаенао в правых частя? выражений (3) преджжжт
луж!,с;п.ю з точке А,. лежащей пя s-м. участке, от нагрузок, шж.жжешжх 
на жж? :ж щюстко. Будем шшлгэть. что это глючил часж шжжи.и ;. л д’. 
■жхз'Ж-й. применительно к смещениям такое предположен--!' ан :ж - 
ж-ю гжжж лшт.илщж нсш;льзуомол г теооии конструкций, .-жжю 
л: ущужж же:. ,шз<. Виоденпый зджз жижбяпщопт л в окончательном 
уошежж задачи должен быть равен едппипо.

Выражонля: (3) вводам в краевые условия задачи и в п'рзж нрибли- 
жонии примем у •-=■ ('. тогда система уравноипй распадается па жзавпеч- 
мьте группы из трех уравнений с трс:ж неизвестными дон к;мкдж участ­
ка (а кун опроджжж.ж выборе рюсны участии — ты, с-ижж ■ ■ щкип-.;- 
яЕя с одним неизвестным). Разрешив эти системы, найдем шжззестпыо 
значения qr‘ . Во втором приближении перенесем слагаемые, содержа­
щие множитель ц, в правую часть соответствующих уравнений и введем
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в них значения (£■ , найденные из предшествующего приближения, Пул
этом система уравнений вновь распадется так же, как и мни первом прл- 
ближепнв. Итерационный процесс оказывается сходящимися как при по­
строении последовательности решений для значений 0 < щ < тр < ■ ■ - < 
< i;„. == 1, так и в том случае, если после 1-го приближения (ц 0, сра­
зу ЬрЛНЯТЬ у = 1.

Fite, i

Рассмотрим вопрос о сходимости процесс i для случая •порой ■ ■ ж ж;од 
задачи. Б этом случае в каждой точке заданы три с.чещоппя и п 
уравнения задачи можно представить в виде

:in
«а =~= 2 ? = 1, 2. • - - , Зя. Ж!

3=1

Заметим, что в силу взаимности перемещений матрица б = спммс сщш- 
на. Умножим левую и правую части (4) па рд и просуммируем по и'

ЗП. Зп З.*г

2 1!aQa — 2 2 ^cfiQfiQa- 
а—1 а=1 0—1

Левая часть (5) — это удвоенная работа при нагружении прострииства 
силами qa. Отсюда следует положительная опнеделеппость матршж; й,,?. 
Как известно, это достаточное условие сходимости итерационного j.powc- 
са Зейделя

Очевидно, что описанный метод решения можно использовал ■ и im 
задач, связанных с контактом нескольких упругих тел. В этом случае 
каждому пз тел ставится в соответствие своя бесконечная обжит;., на­
груженная своими q. Эти q — своп для каждого тела — связываются урав­
нениями, общими для всей системы тел. Метод можно также при?: >ш:ть 
для случая анизотропных тел, если использовать соответствующие фун­
даментальные решения для сосредоточенной силы.
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В качестве примера на рис. 1 приводятся результаты решения, полу­
ченные описанным методом для двух случаев нагружения куба. В одном 
случае заштрихованные квадратные площадки двух граней куба были 
нагружены равномерно распределенной сжимающей нагрузкой Qz, в дру­
гом — действием жестких штампов, нагруженных силами, действующими 
вдоль оси z, при отсутствии трения. На диаграммах показано распреде­
ление напряжений в некоторых сечениях куба, верхний ряд (а) отно­
сится к первому нагружению, нижний (б) — ко второму.

Рис. 2

777

На рис. 2 для двух аналогичных плоских задач (а, б) показано рас­
пределение напряжений и смещений на контуре квадратной пластинки в 
зависимости от номера N итерации. Благодаря выделению главной части, 
уже первое приближение в значительной мере схватывает характер окон­
чательного решения.

Во всех случаях в первом приближении принималось т] = 0, во всех 
остальных ц = 1. При решении задач по рис. 1 число неизвестных было 
150, по рис. 2 — 40.
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