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В наших статьях (*,2) был предложен новый подход к проблемам лаг­
ранжевой интерполяции. Напомним постановку задачи и приведем из (*) 
нужную нам теорему.

1. Пусть f(x) е Cjojj и 7р(ж) — ее алгебраический лагранжев полипом. 
Представим процесс f(x) — Jp(x) — (л)-процесс, при р °° в другой, 
эквивалентной форме:

f (ж) — Jp (л) = [/(х) - Yp(x)] — [Jp(x) — Ур(х)], (1)

/(х) — JP(x) = Fp(x) — RP(x) = FP(x) -APQP(x), (2)

где YP* (ж) — полином наилучшего приближения к f(x) в чебышевской 
метрике, maxi Q„ (х) I =1 (приведенный полином).

[0,1]
В форме (2) интерполируется Fp(x) с той же матрицей, что и в фор­

ме (1). Очевидно, необходимое и достаточное условие равномерной сходи­
мости процесса есть Ар обозначим такой процесс (л, w). Все осталь­
ные (л)-процессы обозначим (л, + ).

Теорема 1. Пусть {Qp(x)}Y° — произвольно выбранная система при­
веденных полиномов. Составим для данной 1 (х) семейство процессов с па­
раметром (Лр)о~:

FP(x) — ApQp(x). (3)

A) Необходимое и достаточное условие, чтобы процесс (3) оказался 
{л)-процессом-, для каждого р существуют р + 1 чисел р{Р) s [0, 1] такие,

что Fp(p^) + ApQp(pi(p)) = 0; i = 1, 2,..., р + 1; тогда, так как не все 
(р,(р>) в строчке суть нули F Р(х), имеем

АР = FApA' ) /<2р(р+”).

Б) Пусть процесс (3) есть (л)-процесс; необходимое и достаточное ус­
ловие того, чтобы он был и (л, w), следующее: если [р?’> ] — интерполя­
ционная матрица, то для одной (любой) инфинитарной точки ,р<р) из 
матрицы, не содержащейся инфинитарно (*) в таблице нулей Fp(x) имеет 
место

|^(р<р,)| « |<2р(р(р>)|. (4)
B) Если процесс (3) есть (л)-процесс, то необходимое и достаточное 

условие того, чтобы он был и (л, w) следующее: в одной, хотя бы выбо­
рочно инфинитарной точке (*) р(р) из матрицы имеет место при т> 0 и 
const (р)

|<2Р(р(р))| ^m|2Mp(p))|. (5)
Напомним введенное в (*) понятие о главных ветвях и главных нулях 

Fp(x), заключенной в полосе ± Lp, где Lp = max|/(;r) — Ур*(я:)|. Часть 
[0,1]
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графика Fp(x) на [а, р] <= [О, 1] названа главной ветвью при условиях:
1) FP(a)—±Lp, F„($) =+Lp (разные знаки); 2) | Fp (х) | < LP при 
а < х < р. Корень Fp(x) на главной ветви назван главным нулем.

В дальнейшем систему {(?р(а:)} выберем так, что при каждом р все 
корни QP(x) суть главные нули Fp(x) по одному на главных ветвях. Тог­
да при любом Ар процесс FP(x) — APQp(x) (нулевой процесс) дает р то­
чек интерполяции. Для полноты матрицы и для определения Ар не хва­
тает одной инфинитарной точки р(р), которая и определит характер про­
цесса.

2. Для дальнейшего отметим следующие вспомогательные оценки.
Если х е [0, 1] и Х( е [а, р] -- [0, 1], имеем

max
v
п (а: — ^)

1

при 72 (а 4- РХ !/а, 
при х/2 (“ + ₽)> х/2.

Таким образом, при р — а = I равномерная (наименьшая) миноранта: 
(’/2(1 — Z))p (в центре [0, 1]) п повышается к краям до (1 — Z)p.

Теорема 2. Если для f(x) имеется сегмент [Zp] cz [0, 1] длиной 1Р 
=С1 / (1 + 2Lp 'p ), на котором хотя бы выборочно при р -* °° найдутся р 
главных нулей Fp(x), то для f(x) гарантировано наличие процесса (л, w)..

Доказательство. Строим процесс Fp(x) — APQp(x), где все корни 
Q?(x} суть главные нули Fp(x)-. OiP) е [Zp], Дополним интерполяцион­
ную матрицу точкой р(р> = 0(р) <= [ZP], где |FP(0(p))| = Lp. Тогда АР = 
= Lp / |<2р(0<р>) |. Для получения процесса (л, гХ) достаточно выполнения; 
условия |(?Р(0<Р)) | «S mLp (хотя бы выборочно по р).

Имеем оценки

Qj, (0(р) | < шах П / шах П (х - о<р))/ ХЕ[0, 1]

Беря грубую мажоранту для I и равномерную миноранту для II, получим 
I < Zpp; II Зг (>/2(1-Zp))p.

Итак, требуется (2ZP / (1 — ZP))P < mLp. Отсюда Zp 1 / (1 + 2/LpP) 
прир -> о° (по выборке).

Теорема 2А. Если для f(x) имеет место ПтЛр/р ’/г и на [О, ‘Д]. 
при р найдутся не менее чем р главных нулей Fp(x), то существует 
процесс (л, w) и именно в нулевой форме.

Пусть [Zp] — [О, I] (или [1 —Z, 1]), где Z '/2 и на [О, I] имеется не 
менее чем р главных нулей FP(x); здесь можно получить более сильные 
оценки, а именно: II > (1 — Z)p; если выберем 6<р> = V2Z, получим I

('/2Z)P; тогда требуемое условие для процесса (л, w) есть (‘/2Z(1— Z))P=S 
sS mLp. Если положить Z = 72, то требуется (‘/2)р mLp, или прп р 
Lpp >‘/2.

Замечание 1. Сегмент (ZP) не является закрепленным (по р) ни по 
длине, ни по положению на [0, 1]. Однако, если >0, то можно
считать [ZJ = [Z]p, т. е. постоянной длины. К целой f(x) теорема 2 не­
приложима.

Замечание 2. Вид условий теоремы 2 напрашивается на использо­
вание результатов С. Н. Бернштейна (3). Для случая сегмента эти ре­
зультаты таковы. Если j(x} аналитическая внутри эллипса с фокусами в 
точках 0 и 1 и имеет особенности на контуре, то lim L~p = 1/7?, где R 
есть сумма осей эллипса.

Следствие. Пусть для f(x) все (л)-процессы суть и (л, ш). Выбе­
рем I < 1 / (1 + 27/р1 р), предполагая limZ/plp >0. Тогда на [Z]p число
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главных нулей FP(x) меньше р; следовательно, общее их число 
<2 (1 4- 2Lp1/p) р. Если lim Lp/P = 1/7?, то по выборке Np< (1 + 2R) р.
3. В статье (2) была предложена классификация непрерывных на [0, 1] 

функций, которой мы здесь будем придерживаться. Переходя к изучению 
хода строк (LP)o” и (LpP )2“, сделаем некоторые замечания.

1) Теорема С. Н. Бернштейна ('*) утверждает: какова бы ни была
строка а0 > щ > ... > > ... при ар ->• 0, найдется f(x) е <7[0, и, для ко­
торой строка ее паилучших приближений (ВР)0“ совпадает с (ар)0°°.

2) Тогда и только тогда f(x) е К.,_ (т. е. целая), если lim7>pP = 0.
3) Для любой не аналитической /(ж) имеем limLpP = s.
4) Если lim LpP <^lim LpP, то необходимо наличие в строке (LP) ин- 

финитарпых повторений.
Покажем, что в любых классах имеются функции, у которых lim L^,p, 

т. е. которые по выборке при р -> 00 ведут себя как целые функции.
Пример 1. Разбиваем натуральные числа на группы, p-я группа за­

канчивается числом р\ Строка (L) строится с повторением в каждой 
группе и определяет некоторую f(x).

Пусть 0 < а < 1; 112] 3,4,5,61 . . . |р! + 1,... , (р + 1)! | . . . ,

(L) а\а2\а3 ! . . . а3'-1 ... . . ., п(р+1)! | ...

Соответственная строка радикалов в (р + 1)-й группе такова:
д(р+1) У (р!+1) < а(р+1)! у (р I +2) д(р+*) ! У (р+о

Выборка из последних членов в каждой группе дает limLpP=a, 
выборка из первых членов: lim Брр = 0. Итак, /(z) аналитическая и, 
если 1 / а = R, то f(x) KR.

П ример 2. При разбивке номеров последнее число в /с-й группе 
есть pk = 2pl или pft_i = (log2pft) k = 1, 2, 3,... Соответственно (L„) 
имеют инфинитарные повторения по группам, а именно:

1,213,4 . . . , 16117,.. ., 22561 ... |pft_, + 1,.. ,,рД ..., 
(Lp) |V2)4... (*/2)4| С/г) 256 - - - (1/2)256|...|(1/2)4-i ... (У2)4-1 |...

р2_ /(Pfe-j+l)
Выборка из первых членов в группах дает Lp = (1/2) 1 —»0.

Выборка из последних членов: Z,Vp = (х/г) к1 = С1/2)° ePk)lPk—> 1. Так как 

здесь Lp=O(l/p), то / (ж) принадлежит классу не выше Кы. Можно 
аналогичным приемом строить (Lp) с заранее заданными lim LpP и limZpP.

Теорема 3. Пусть для f(x) имеем Yp*(x) точно степени р. Необхо­
димое и достаточное условие того, чтобы разность f(x) —Yp*(x) имела 
ровно N + 2 точек алътернанса ±LP, где р N < °°, состоит в следующем: 
в строке (Lp)^ для f(x) имеет место

. .. Lp-i > Lp — Lp+i = .. . = LN '■> Zik+1, . .. , (6)

т. e. имеется участок с повторениями точно ст р до N.
1) Пусть выполнено (6); положим УР* (а:),..., YN* (ж) — соответствен­

ные полиномы наилучшего приближения. Ввиду оценки max|f(z) — 
— Yp (х) | = Ln, YP* (х) есть наилучший (единственный) во всем множе­
стве {7)я(а:)}. Следовательно, число альтернансов есть N + 2, и не выше.

2) Если f(x) —Yp*(x) имеет ровно N + 2 альтернирующих отклоне­
ний, то достаточно, чтобы в {PN(x)} полином наилучшего приближения 
был Yp* (х), а тогда LP = Lp+i = ... = Ля и не далее.
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Замечай и е. В каждом классе существуют функции, для которых 
любой данный полином Рр(х) есть полином паилучшего приближения на 
[О, 1], и притом с любым произвольно заданным числом NP + 2 > р + 2 
точек альтернанса. Для этого достаточно, взяв любую /(z) е C[0,ij, соста­
вить /(я) — У.у’Дя) = [f(x) + Рр(х) — YN* (х) ] — Рр(х) = Ф(;г) — Рр(х), 
и Рр(х) дает наилучшее приближение к Ф(д:) с не менее чем N + 2 точ­
ками отклонений.

4. Вопрос о распределении точек альтернанса на основном сегменте 
затронут в теореме М. И. Кадеца (’). В приложении к случаю f(x) s 
е С[Од] из этой теоремы следует утверждение: если для р = 0, 1, 2, . . . 
составить таблицу всех точек отклонения ±LP для f(x) — Yp*(x) и вы­
делить из нее произвольную треугольную матрицу по р + 2 точек в каж­
дой строке, дающих альтернанс, то всегда найдется выборка строк рк~^°°, 
в которых точки измельчают сегмент [0, 1].

Возможность наличия неизмельчающих выборок легко обнаружить: 
пусть /(ж) такова, что строка (LP) в своей выборке (£Р.)Г=1 дает для 
f(x') — YPli (х) NPl{ = 2ph + 4 точек альтернанса; тогда па одном из по­
лусегментов [0, '/г]; [1/г, 1] при кимеются не менее чем р^ + 2 та­
ких точек.

Остается открытым вопрос: имеется ли все же для любой f(x) такая 
выборочная матрица альтернирующих точек, которая при любом р 
измельчает [0. 1]?

Ленинградский электротехнический институт связи Поступило
им. М. А. Бонч-Бруевича 12 VI 1972
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