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Вырождающимся эллиптическим уравнениям посвящено много работ, 
обзор основных результатов которых имеется в монографии (‘). В по­
давляющем большинстве их коэффициент при искомой функции имеет 
знак, противоположный знаку квадратичной формы характеристической 
части уравнения. В исследованиях Л. Г. Михайлова (2) рассматривают­
ся краевые задачи без ограничений на упомянутый знак. В работах 
С. Г. Михлина (3) и М. И. Вишика (4) изучены свойства операторов, 
соответствующих краевым задачам для вырождающихся эллиптических 
уравнений. Статья (5) посвящена изучению первой краевой задачи и за­
дачи на собственные функции для эллиптического уравнения, вырождаю­
щегося на границе, причем порядок вырождения ограничен условием 
суммируемости некоторой отрицательной степени дискриминанта соответ­
ствующей квадратичной формы. В работе (в) указан способ нахождения 
всех собственных значений краевых задач типа Дирихле для вырождаю­
щихся на границе плоской области эллиптических уравнений и доказыва­
ется полнота найденной системы регулярных собственных функций. 
В статье эти результаты обобщены на п-мерную область и рассмотрены 
соответствующие неоднородные краевые задачи без ограничения на знак 
коэффициента уравнения при искомой функции вне многообразия вы­
рождения.

Пусть в эвклидовом пространстве Е„ дана ограниченная открытая об­
ласть G, непрерывная граница Г которой состоит из двух частей: поверх­
ности у класса С2,», см. (7), и поверхности вырождения у». Обозначим 
через р = р(ж, у0) расстояние от точки х = (ж15 хг, ..., хп) до у0. Пусть 
Gt, — область, содержащаяся в G, ограниченная поверхностью Ге = 
= у П (р > g) U уе класса С2, а, где точки х поверхности у£ удовлетворяют 
неравенствам е 2р (ж, у0) < 2е и е достаточно малое положительное чис­
ло, причем Ge, <= СЕ„ при е" < е'. Пусть Q,— открытая область, содержа­
щаяся в G \ Сг, ограниченная поверхностью xs и поверхность xf \ у0 
принадлежит классу С2, «.

Рассмотрим в области G эллиптическое дифференциальное уравнение

Lu )х.+ с {х)и(х) = Хп(ж) к (ж) + f (ж). (1)

Здесь и всюду в дальнейшем по паре одинаковых индексов ведется сум­
мирование от 1 до п. Предположим, что = Яц и квадратичная форма 
ац(ж)^£; положительно определена в любой замкнутой области GB. 
Коэффициенты оу,(ж) <= Ct, a(G \_у0), а функции с(ж)>0, о(ж)>0 и 
/(ж) принадлежат классу Со, a(G \ у0).. Функция о(ж) суммируема в об­
ласти G и равномерно относительно у0 выполняется соотношение

lim 
₽->0

5 (г)

С (х) = 0. (2}

Заметим, что функция с (ж) может быть даже несуммируемой в обла­
сти G.
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Из равенства (2) для любого вещественного X следует существование 
положительного числа 6(Х), что в Qaw выполняется неравенство

с(х) — ХсДх) 0. (3)

Условие D. Для любой точки х0 е у0 существует функция v(x), на­
зываемая «барьером», обладающая свойствами:

а) v (х) непрерывна в некоторой окрестности т(х0) ^G точки яу;
б) и(х) > 0 в г(х0), кроме точки х0, и и(х0) = 0;
в) Lv > qac{x) всюду в т(х0), где qa -- некоторое положительное число.
Случаи существования «барьера» для вырождающихся уравнений 

указаны в (’,8, 9).
Условие Е. Для любого вещественного X найдется такое число 

6(7.), что в любой области QP, е^6(Х), однородная краевая задача в клас­
се функций, ограниченных в (Д, непрерывных в QP \ уа, принадлежащих 
С2 ((?»), удовлетворяющих в QI: уравнению

Lu = Xo(z)m(x) (4)
и подчиняющихся краевому условию

(5) 

имеет только нулевое решение.
Условие Е будет выполнено, если для любого вещественного X суще­

ствует положительная в функция гщ(.т), равномерно относительно
уа стремящаяся к бесконечности при х у0, принадлежащая 
и удовлетворяющая в Q0(x) неравенству 1лю — Хогщ > д(Х)с(ж), где <?(Х) — 
положительное число. Случаи существования функции гщ(х) указаны 
в (*,8,9)

В зависимости от того, какое из условий выполнено, рассмотрим сле­
дующую задачу на собственные значения.

Задача Do [Ео]. Найти те значения параметра X (собственные зна­
чения), для которых существуют отличные от тождественного нуля соб­
ственные функции u(x)^C2(G), удовлетворяющие в области G уравне­
нию (4), непрерывные в замкнутой области G [ограниченные в G, непре­
рывные в G \ у о] и подчиняющиеся краевому условию

м(а;)|г = 0 [ и (х) | т = 0]. (6)

Обозначим через ЕД О, о) гильбертово пространство измеримых функ­
ций g(x), квадраты которых, умноженные на о(х), суммируемы в обла­
сти Й. Норму g(x) в Е2(й, о) введем обычным способом:

I g |ь2(Щ а) = Ц И 5 (Ж) dx) “ ■ 
а

Теорема 1. Пусть выполнено условие D [Е], квадратичная форма 
положительно определена в любой замкнутой области G-. <= С2. а, 

коэффициенты ац{х) е (Д, а (G \ уа), функции с (ж) >0, о (ж) >0 и при­
надлежат классу Сп1Л(С\уо). Пусть функция а(х) суммируема в G и 
выполняется условие (2).

Тогда однородная задача Do [Еа] имеет счетную неубывающую с ро­
стом номера последовательность положительных собственных значений 

с единственной предельной точкой в бесконечности и соответствую­
щая им система собственных функций uw (х) является полной ортонор- 
мированной в гильбертовом пространстве L2(G, о).

Доказательство этой теоремы осуществляется при помощи сле­
дующих регулярных задач. Пусть ХД является Л-м собственным значе­
нием а и[кЧх) е С2 (GT) является соответствующей собственной функ­
цией, удовлетворяющей в области GE уравнению

Lu^ --= ХДД (х) и'г '' (х) (7)
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и подчиняющейся краевому условию
uf (Ж)|ге = 0. (8)

Известно (7, 10, “), что для любого достаточно малого е>0 существует 
счетная неубывающая с ростом номе’ра к последовательность собствен­
ных значений № с единственной предельной точкой в бесконечности, и 
существует соответствующая им полная ортонормировапная в L2(G„ с) 
система собственных функций иб' (х) е С2, a(Ge). Из минимально макси­
мального принципа (10, “) следует выполнение неравенства

X® при ь"<^е'. (9)
Следовательно, при е, монотонно стремящемся к нулю, существует

= Ж к = 1,2,... (10)

Так же как и в статье (6), доказывается, что это Xtft’ является собствен­
ным значением однородной задачи (4), (6). Соответствующую собствен­
ную функцию м(/1> (а:) можно получить, привлекая априорные оценки 
(’), как предел сходящейся в G \ вместе с первыми и вторыми производ­

ными последовательности и^г (х), {ej {tu. J. Доказательство полноты 
найденной системы функций uw (х) в L2(G, о) проводится, как в (6).

Теорема 2. Если выполнены все условия теоремы 1, то система 
собственных значений определенных равенством (10), содержит все 
собственные значения задачи Do [£0] и соответствующая система собст­
венных подпространств, натянутых на найденные собственные функции 
иУ^х), содержит все собственные подпространства указанной задачи.

Рассмотрим следующие неоднородные краевые задачи.
Задача D [£]. Найти функцию и(х) eC2[G), удовлетворяющую в об­

ласти G уравнению (1), непрерывную в замкнутой области G [ограничен­
ную в G, непрерывную в G\ у0] и подчиняющуюся краевому условию

и (ж) | г = <р (ж) [н(я:) |v = ср(х) ]. (1'1)
Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1, ограничено 

в области G отношение f(x) / с(х), функция f(x) ^C,,r,_(G \ у0) и функ­
ция ф(ж) непрерывна на Г[ср(ж) ограничена и непрерывна нау[.

Тогда-, а) Если X не является собственным значением однородной за­
дачи Do [Et> ], т. е. X ы"! из (10) ни при каком k = 1, 2, . . . , то суще­
ствует и притом единственная функция и(х) ^Cz.a(G), непрерывная в 
области G [ограниченная в G, непрерывная G \ у0], удовлетворяющая в 
G уравнению (1) и подчиняющаяся условию (11).

б) Если к является собственным значением задачи D„ [2?0], т. е. 
к = X(p+i) из (10); i = 0, 1, ..., q — 1, X<F~1) < X < Х(р+5>, то для разреши­
мости задачи D[E] необходимо и достаточно выполнения следующих ,q 
условий:

и0 (х) i3p+i>(.r) о (х) dx = 0, г = 0, 1, 2, . . . , 7 — 1,
G

где иа{х') — единственное решение задачи D [£] при X = 0.
Отдел математика с Вычислительным центром Поступило
Академии наук ТаджССР 15 V 1972
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