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1. Пусть X — нормированное пространство, Е — Х-иространство. Гово­
рят, что линейный оператор U из X в Е обладает абстрактной 
нормой, если существует элемент |Е| =sup{|J7x| : 1Ы1 + 1} в Е, на­
зываемый абстрактной нормой оператора U ((‘), стр. 246). Через 
НА (X Е) обозначим пространство всех таких операторов. Основной ре­
зультат настоящей работы — теорема о представлении операторов с абст­
рактной нормой со значениями в пространстве измеримых функций. Этот 
результат обобщает известную теорему Л. В. Канторовича и Б. 3. Вулиха 
((2), теорема VIII. 6. 32). В качестве следствий получаются представле­
ния так называемых межорированных операторов и непрерывных функ­
ционалов на пространствах измеримых вектор-функцией (типа LP(X) (3)). 
Теорема 8 дает несколько эквивалентных условий для того, чтобы бана­
хово сопряженное пространство X" было пространством Филлипса (4).

2. В терминологии, касающейся полуупорядоченных пространств, мы 
будем придерживаться монографии (’). Приведем некоторые определения 
и обозначения, которые нам понадобятся в дальнейшем.

<1> Пусть (Т, 2, ц) — пространство с полной o'-конечной мерой, 
S(T, 2, р) —Х-пространство всех вещественных измеримых почти всюду 
(п.в.) конечных функций с обычным упорядочением (е 0 означает 
e(f) 5s 0 п.в.). Всюду далее через Е обозначается некоторый фунда­
мент (’) в S(T, 2, р), т. е. Е — линейное подпространство в S(T, 2, р) 
такое, что: 1) из | et | < |е2|, 2, р), е Е, следует щ е Е и
2) для любого е е 5(Г, 2, р) существует et е Е+ такой, что 0 < | е |.

<2> Пусть на Е имеется достаточное множество Е вполне линейных 
функционалов (*).  Тогда Е изоморфно пространству всех функций 
e*e.S ’(7, 2, р) таких, что |e(Z)e’(£) |rfp(i) < + °° для любого
(5). Далее мы всегда будем считать, что Е реализовано таким образом.

<3> Будем говорить, что Е — ХА-пр о с т р а н с т в о (*),  если на Е оп­
ределена норма, причем из |щ] sg |е2| следует lledl Ikzli- Норма в Е 
удовлетворяет условию (А), если из 0 + еп I 0 следует ||е„||-► О, п — 
= 1, 2, ... .

<4> Всюду далее через X обозначается некоторое нормированное про­
странство, а через X' — некоторое подпространство в сопряженном X*  
такое, что 1Ы1х = sup {| <х, ж"> |: х*<=Х',  ||ж*||  + 1}. Будем говорить, что 
функция z: Т X Х'-скалярно обладает свойством (Е) (например, 
Х'-измерима), если для любого х*  е X' числовая функция х*  » z обладает 
свойством (Е).

3. Дадим определение двух пространств вектор-функций.
Определение 1. Через s (Xх)—Е(Х) обозначим пространство всех 

Х'-скалярно измеримых функций z: Т X таких, что функция t <z(Z), 
z"> при любом х*̂Х ’ входит в Е и множество {| <z, ж*>  |: х*  е Xх, 
’х"3 =5 1} ограничено в Х-пространстве Е. Супремум этого множества на­
зовем абстрактной нормой z и обозначим через k(z).



Очевидно, что s(X') — Е(Х) — линейное множество. Далее будем счи­
тать, что в s(X') — Е(Х) отождествлены Х-скалярно эквивалентные функ­
ции. Если Е — АА-пространство, то наделяем s(X') — А(Х) следующей 
нормой: ||z|| = ||v (z) ||Е.

Определение 2. Через Е(Х) обозначим пространство всех изме­
римых (3) функций z: Т X таких, что функция t -»• ||z(i) ||.v принадле­
жит Е.

Ясно, что Е(Х) — линейное подпространство в s(X') —Е(Х), причем 
llz"(i) Их = v(z) (£) п.в., ze£(X). Если Е — XZV-пространство, то 2?(Х) 
рассматриваем с нормой, индуцированной из s(X*)  — Е(X).

* Многие авторы обобщали вышеупомянутую теорему, но без техники лифтинга, 
развитой в (8), они не могли избавиться от предположения сепарабельности прост­
ранства с мерой или же от сильных ограничений на пространство X.

Прежде чем перейти к вопросу о представлении операторов, приведем 
некоторые сведения о лифтингах. Пусть е е S(T, S, ц), причем 0 < e(Z) < 
< + °о для любого t Т; Ме(Т, S, ц) — пространство всех вещественных 
измеримых функций g таких, что vrai sup |g(t) [е(i) ]~‘| < + °°. Если р — 
лифтинг пространства L°°(T, 2, ц) (3), то положим pc(g’) (i) =
= e(i)p(ge-1) (Z), g^MOT. 2, ц). Отображение pe, которое будем назы­
вать лифтингом пространства Ме(Т, 2, ц), обладает почти всеми свой­
ствами лифтинга р.

Пусть /7еЯд(Х-*Х).  Положим е = | U |, е е Е. Без ограничения 
общности можно считать, что 0 < е (Z) < + °° при любом t е Т. *

Теорема 1. Если U^HA(X-»~E), то существует функция w: Т 
—> X*  такая, что

1) для любого х^Х pe(Ux) (Z) = <х, u>(t) > при любом t ев Т:
2) |J/|.(Z) = Их*  п.в.;,
3) w <= s(X) — Е(Х*)  и v(w) = | U |,
Теорема 2. Отображение Р, сопоставляющее каждому элементу 

и><^ s(X) — Е(Х') оператор (Рю) (х) = <х, w), х е X, является алгебраи­
ческим изоморфизмом пространства s(X) — Х(Х‘) на НА(Х Е), причем 
v(w) = |Ргл|.

Таким образом, установлена общая форма оператора с абстрактной 
нормой. Теорема 2 является обобщением теоремы Л. В. Канторовича я 
Б. 3. Вулиха (2) *.  Из теоремы 1 можно получить обобщения теорем 3, 4 
работы (6). Из теоремы 1 получается также

Теорема 3. Пусть X, Y — нормированные пространства, Е — KN- 
пространство с условием (A), U —слабо компактный оператор из X в У, 
V е НЛ (У Е). Тогда оператор W = V ° U компактен.

Следствие. Пусть Е — KN-пространство с условием (А),
U е НА (Е-+ Е). Тогда оператор U2 компактен.

4. Рассмотрим еще один класс операторов.
Определение 3. Линейный оператор U: Е X называется ма­

жорированным, если существует положительный функционал ег* на 
Е такой, что ||Z7e|lx < < | е |, еЛ), е е Е.

Если U — мажорированный оператор, то для любого е<^-Е+ положим 
п

[С7] (е) = sup 12i! Uek ||: О, • • • , (= К +; е = < . . . + сЛ .

Легко видеть, что [К] можно продолжить до линейного положитель­
ного функционала на Е, для которого мы сохраняем старое обозначение. 
Пространство мажорированных операторов таких, что [К]е£'+, обозна­
чим через (Е X). Пусть Е тотально па Е.

Теорема 4. Отображение J, сопоставляющее каждому оператору 
U е Mjj. (Е -*■  X*)  сужение сопряженного оператора U*  на X, является 
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алгебраическим изоморфизмом пространства Мё{Е X*)  на НА(Х-+Е), 
причем [ U] = |/£7|.

* Как доказал В. А. Гейлер, условие В из (9) выполнено в любом АА-простран- 
стве и тем самым теорема 3 применима.

** Имеется в виду интеграл Бохнера (3).

Теорема 4 обобщает некоторые результаты работы (7). Из теорем 2, 
4 получается

Теорема 5. Отображение Q, сопоставляющее каждому элементу 
w е s(X) — Е(ХГ) оператор Qw по формуле

((Qw)e,x) ?/;(/)> du (/), е^Е, х^Х, (*)

является алгебраическим изоморфизмом пространства s(X)—E(X‘‘) на 
Мё(Е -> Х‘), причем v(w) = [Qin],

Теорема 1 позволяет выбирать в формуле (*)  «хорошего» представи­
теля w. Если А — банахово TDV-пространство с условием (А), то, в силу 
следствия из леммы 3 (7) и теоремы IX.4.4 (‘), получаем, что простран­
ство Ме(Е^Х') совпадает с пространством суммирующих операторов 
S(E-+X’) (7), причем легко видеть, что || [ U] = II£7L<e^a-*),  б'-
^S(E-*X*).  Из теоремы 5 получаем

Следствие. Пусть Е — банахово KN-пространство с условием (А). 
Тогда отображение Q из теоремы 5 осуществляет изометрию простран­
ства s(X)—E*(X ’) на S(E-+X’).

В случае /:'=/.’( 7’. 2, р) пространство S(Ll-+X") совпадает с про­
странством линейных непрерывных операторов, п мы получаем класси­
ческую теорему Данфорда — Петтиса (8).

5. Применим теперь полученные теоремы к задаче о представлении 
непрерывных функционалов на пространстве Е (X). Пусть Е — ХА-про- 
странство; тензорное произведение Е ® X, наделенное нормой, введенной 
В. Л. Левиным (9), изометрически вкладывается в Е (X).

Теорема 6. Для любого нормированного пространства X тензорное 
произведение Е ® X плотно в Е (X) тогда и только тогда, когда в Е вы­
полнено условие (А).

Используя эту теорему и следствие из теоремы 5, а также теорему 3 
(9) *,  получаем следующее утверждение.

Теорема 7. Пусть Е — банахово KN-пространство с условием (АП 
Тогда отображение R, сопоставляющее каждому элементу u>es(X)~ 
— Е*  (X*)  функционал

(Rw) (z) = ^ ( z (7), w (7)> dy (7), z i= Е (X), 

является изометрией пространства s(X) —ЕДХ*)  на2?(Х)*.
Теорема 7 обобщает результаты Гальперина и Эллиса (10) (в случае 

L” см. также (8), гл. VII, теорема 9).
6. Естественно поставить вопрос, какие условия требуется наложить 

на пространство X, чтобы в полученных теоремах представления можно- 
было гарантировать измеримость соответствующих вектор-функций. От­
вет дает следующая

Теорема 8. Пусть X —банахово пространство. Эквивалентны сле­
дующие утверждения'.

Г) для любого линейного непрерывного оператора U\ Е‘(Е,2,ц) -+■ 
->■ X*  существует w е А” (7, 2, ц) (X*)  такая, что **

Ue = е (t) w (t) du (t), e /Т (T, S, у);

2) если E — банахово KN-пространство с условием (А) {фундамент 
в 5(7, 2, р.)), то любой оператор U е НА(Х -> Е) является компактным;

3) если функция w. Т X*  является Х-скалярно измеримой, то су­
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ществует Х-скалярно эквивалентная ей измеримая функция wc. Т -*•  X', 
причем v(w)(t) = ||u?i(t) II п. в.

Отметим, что для доказательства 2 =► 1 мы пользуемся теоремой 2 (6). 
Хорошо известно ('*),  что условие 1) теоремы 8 выполнено, например, 
если X*  сепарабельно или рефлексивно. Теорема 8 обобщает некоторые ре­
зультаты из (4).

Замечания. 1) Теоремы представления, полученные в настоящей 
работе, переносятся на случай пространств над комплексным полем. 
2) Условие о-конечности меры ц можно заменить более слабыми усло­
виями, сводящимися, по сути дела, к существованию лифтинга.

Автор выражает искреннюю благодарность проф. Б. 3. Вулиху за 
постоянное внимание к работе.
Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 10 IV 1972
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