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Пусть S3 —банахово пространство, Л — линейный ограниченный опера­
тор в S3 и {Л,.} ^=1 — последовательность конечномерных операторов, 
сильно сходящихся к Л. В настоящей работе исследуются некоторые во­
просы, связанные с асимптотическим поведенном собственных чисел опе­
раторов Л „ при п оо. Особое внимание уделяется случаю, когда Л — диск­
ретный оператор Випера — Хопфа плп сингулярный интегральный опе­
ратор.

1. Введем следующие обозначения: М — множество всех ограниченных 
измеримых функции на единичной окружности Г, — гильбертово прост­
ранство всех измеримых п суммируемых с квадратом функций на Г, Я2 — 
пространство Харди. Для всякого компакта G в комплексной плоскости 
через Л (G) обозначим алгебру всех функций, непрерывных на G я регу­
лярных во всех внутренних точках G.

Если S3 — некоторое линейное множество, то через (S3),, обозначим мно­
жество всех /z-мерных векторов с координатами 1гз S3, а через (S3) „,ч„ — мно­
жество всех (п X и)-матриц с элементами из S3. Если S3 — гильбертово про­
странство. то в (S3) „ можно ввести скалярное произведение векторов как 
сумму скалярных произведений соответствующих компонент.

Пусть Л (£) е Через l’/д обозначим ’патричный оператор Ви­
пера — Хопфа, действующий в по правилу (РЕд/) (С) = РЛ (Д/(е),
({() ес (Я2)„. где Р — ортопроектор, проектирующий (£..,), на (//2),..

Система векторов где g к = О, I, = Д 1, . . .
. . . , п — I, образует ортопормироваииый базис в (//-).,. Матрицу оператора 
WA в базисе {g} можно записать в блочпо-теилпцевой форме 
||д, где блоки a;, j = 0, ±1, _2,..., —матричные коэффициенты 
Фурье .матрицы-функции Л(Д. Если — гагаг-мертгое подпространство, 
натянутое на векторы g„;..,.>, к = О, I. . . . , m — J; / = 0, 1, .... га — 1, то че­
рез Р,„ обозначим ортопроектор, проектирующий (7Х),.. на . а через 
И/д("') — сужение оператора P„:WAP,„ на

Следующая теорема характеризует асимптотическое распределение 
спектров операторов т. е. собственных чисел (гаm X нт)-матонцы
Ik-yx-1.

Теорема 1. Пусть А (у) е \M)„Xll и G — некоторый компакт, содер­
жащий собственные числа ХДЛ (';)), j = 1, 2,..., га, матрицы Л (£) при 
каждом'С, |*|=1,  и собственные числа операторов РЕд1™’,

* Через lm обозначается тождественный оператор в &т.
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m =1,2,... Если дополнение к G связно или состоит из конечного числа 
связных компонент G:,, j =1, 2, , к, в каждой из которых найдется
хотя, бы одна точка с, такая, что sup || (РЕА(';г) — ~‘|| < оо *,  j = 1,2,...

...,£, то для любой функции F (К) е Л (G)



(1)
.ran 1 ?

i-n%F i 5 sp F (Л d^
j =1 -Я

Условия, накладываемые в теореме 1 на область G, существенны.
Отметим, что теорема 1 является обобщением известных результатов 

Г. Сеге**  (см., например, (*),  стр. 87), установившего формулу (1) для 
случая п = 1 и вещественной функции A (£).

п
* Здесь, по определению, полагаем, sp-f(4 ©) = 2 F(Pi(А ('£)))■

** В методе, использованном Г. Сеге для доказательства формулы (1) в случае 
вещественной функции 4(E), центральную роль играет полученное им же предельное 
соотношение

ТС

miodetTF^+1)'/d0UF^> = еХР[~2?Г S 1п А («’") °’ф] > 4©>С; Л©, In А © е © 

— ТС

которое неоднократно обобщалось на различные классы функций и матриц-функций 
(см. (2~7)). В общем случае комплекснозначных функций (и матриц-функций) этот 
метод не удается реализовать. Доказательство теорем настоящей заметки основано 
на некотором операторном подходе.

*** Определение индекса функции см., например, в (7).

Очевидно, соотношение (1) выполняется для всякой функции F(k), 
непрерывной в круге |z|^ р, р = suplM (£) ||, и регулярной внутри него, 

ter
Указанный класс функций в ряде случаев можно существенно расширить.

Пусть Л(£) е (М)иХп. При каждом фиксированном t, через £2д(£) обо­
значим числовую область оператора, порожденного матрицей A (£) в «-мер­
ном унитарном пространстве. Замкнутую выпуклую оболочку всех мно­
жеств Qa(£), С — Г. обозначим соЛ(£) и положим ess со А (£) =П со •#(£), 

вгоеа 
где А — класс всех матриц-функций из (М) ,1Х„, совпадающих с Л (£) почти 
всюду на Г.

1°. Спектр всех операторов WAM, «г = 1, 2,..., содержится в 
ess со Л (£).

Из этого предложения п теоремы 1 вытекает, что
Соотношение (1) имеет место для любой функции Е(Х), непрерывной 

на множестве ess со А (£) и регулярной внутри него.
Для случая непрерывных матрпц-функций А (£) с помощью некоторых 

результатов о локализации спектров операторов WA(m) можно произвести 
дальнейшее расширение класса функций F(V), для которых выполняет­
ся (1). Приведем здесь соответствующий результат лишь в случае п = 1.

Если функция Л(ц) непрерывна, то кривая Л(£) разбивает комплекс­
ную плоскость на ряд связных компонент таких, что индекс функ­
ции *** А (С) — % сохраняет постоянное значение (называемое индексом 
компоненты) для всех точек "к из фиксированной компоненты Dj.

2°. Если функция А (£) непрерывна, то соотношение (1) имеет место 
для любой функции F{\), непрерывной на множестве со Л (£) и регулярной 
во внутренних точках компакта, полученного удалением из комплексной 
плоскости конечного числа компонент Dj (среди них и неограниченной 
компоненты), обладающих ненулевым индексом.

2. Пусть Л(£), В(£) е (Л/)„х„. Оператор W',A, в (WA. в), действующий 
в (Л2)„ по правилу (WA. Bf) (□ =РЛ(^)/(^) + QB(£)f(£) (соответственно 
(WA. nf) (Z) = A(t)Pf(t) + B(t,)Qf(t,)) называется матричным парным 
(транспонированным к парному) оператором. Через Pr.8 обозначим орто­
проектор, проектирующий (Ь2)п на (г + s) «-мерное подпространство $r, s, 
натянутое на векторы g„k+i, к = —г, — г + 1,.. ., 0,1, . . ., s — 1; I = 0,1,... 
...,«— 1.

Распределение спектров операторов Pr. SWA, BPr. s » и 
/’ (Гл .. |.б • , характеризуется формулой, близкой к (1). Ниже при-
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водится соответствующий результат для сингулярных интегральных опе­
раторов (т. е. операторов КА, в, действующих в (L2) п по правилу 

+ В dz.), которые известным способом
Ш ej z С, 

г
(см., например, (7)) могут быть представлены в виде парных операторов.

Теорема 2. Пусть Л(£), 5(£) е (М) „Хп, КА, в — сингулярный интег­
ральный оператор в (L2)„ и {rm}^=1 и {sm} ~=1 — две последовательности 
натуральных чисел, из которых хотя бы одна стремится к бесконечности, 
причем существует (конечный или бесконечный) предел у = lim m-*oc
Пусть G —компакт, содержащий все точки (4 (£) + В (£)) и
/.,(4 (Q + В(£)), ] = 1,2,... ,п; |£|=1, и собственные числа 
'^т), j = 1, 2,..., п (rm + sm), операторов = Prm,sm КЛ, вРгт,* т

^Tm'sm' т = 2’ ’ ' ’
Если дополнение к G связно или состоит из конечного числа связ­

ных компонент Gj, j = 1, 2,. . . , к, в каждой из которых найдется хотя бы 
одна точка с, такая, что sup |1(Л —Cjlr iS )~Х||<С т0

для любой функции F(k) е A (G)
_ 4'm+sm)

lim { I 2 F (^m)) j/И \rm -r S-n) ] } =
m~* x j=l

= -ja \ sp F [ A (eiv) 4 В (eil₽)] Ж + (1 — «)

(2) 
где a = (1 + y)

Конкретизация классов функций F(k), для которых имеет место (2), 
может быть проведена здесь по аналогии с заключительной частью п. 2.

3. В этом пункте приводятся общие предложения об асимптотическом 
распределении спектров, характеризующие некоторую устойчивость этого 
распределения при вполне непрерывном возмущении.

Пусть {йп}п=1 — возрастающая последовательность натуральных чисел, 
н для каждого номера п заданы два набора комплексных чисел и

и = 1, 2,... Пусть G — некоторый компакт, содержащий все точ­
ки A.jn) и pjn), j = l,2,..., п = 1, 2,.. . Последовательности наборов 
чисел и п = 1, 2,.. . , будем называть равнорас пре­
до ленными на G, если для любой функции F(k)E=A(G) выполняет­
ся соотношение

dn
lim ^2 = 0. (3)

п у=1

Через 3? (S3) обозначим алгебру всех линейных ограниченных операто­
ров, действующих в банаховом пространстве S3. Если последовательность 
операторов {2?,,} =£=1 Вп е S (S3), сильно сходится к оператору В(^ 3? (S3)), 
то будем писать Вп ->• В. Пусть {S3„}“=1 — система конечномерных под­
пространств в S3, dim S3n = dn < <», п = 1, 2,..., а Р г, — некоторый проек­
тор, проектирующий S3 на S3„. Если Ап е S (S3,,), то обозначим Ап = А„Р„.

Теорема 3. Пусть для последовательности операторов {4П}“=1, 
4n е Z (S3,,), существует оператор А(^3?(Ъ)) такой, что А„-*■  А и
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А ,• А'. Пусть, кроме того, последовательность операторов ,
„). такова, что операторы Т п равномерно сходятся к вполне не­

прерывному оператору Т е (ЗЭ).
Тогда последовательности наборов собственных чисел операторов А „ и 

В„ =4.. Т„. п = 1, 2. . . ., равнораспределены на всяком компакте G, со­
держащем эти числа и обладающем связным дополнением.

Заметим, что условия теоремы 3, в частпостп, реализуются, если 
.1, = Р, АР„ 133,, п В„ = Р,ВР,, 18„, где А, В = S (S3), оператор А — В вполне 
непрерывен и Р„ I. Р Г. (Через I (Г) обозначается тождествен­
ный оператор в S3 (в S3*).)  Отсюда вытекает следующее асимптотическое 
свойство определителей «усечений»> оператора I + Т, где Т вполне непре­
рывен.

* В работе (“) найдены условия, являющиеся необходимыми и достаточными 
для совпадепия алгебр 7?(G) и A(G).

Пусть Т се ТВ (53) вполне непрерывен, оператор I + Т обратим и Р„ I, 
Р„ ГПри каждом натуральном п можно выбрать такую ветвь функ­
ции (з)1"-. d„ = dim P..S3. что lim (det A „) 1/J>, = 1, где A„=P„(I + 
+ T)P„\^,.

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 3 и кроме того 
Р„ -+■ I, Рр = Пусть G —компакт, содержащий все собственные числа 
операторов А„ и В,„ п = 1,2,... Если дополнение к G состоит из конечного 
числа связных компонент G-, / = 1,2........ к. в каждой из которых найдет­
ся хотя, бы одна точка с:, такая, что sup Н (А, — с I.) _1)| < °°, / = 1, 2, . . . , к, 

то последовательности наборов собственных чисел операторов Ап и В „, 
п = 1, 2, . . . , равнораспределены на G.

Отметим, что пз теоремы .3 и 4 и теоремы 1 вытекает формула, анало­
гичная (1) и характеризующая асимптотическое распределение спектров 
операторов Р,„ (WA + Т) Р,„ где Т — вполне непрерывный оператор.

Замечание. Основным моментом в доказательстве теоремы настоя­
щей работы является установление соотношений (1) — (3) для функций 
Е(Н) вида F(л) = Ля, /•’(?.) = (1 — а)”*,  аG; s = 1. 2. . . . Если соотноше­
ния (1) — (3) уже установлены для таких функций, то они без труда пере­
носятся на алгебру функций R(G) — замыкание (по равномерной норме) 
всех рациональных функций с полюсами вне G. Поэтому все результаты 
настоящей заметки справедливы для множеств G таких, что R(G) =A(G). 
Различные достаточные условия па компакт G, носящие геометрический 
характер и обеспечивающие равенство R(G) =~ .4 (G). установлены в из­
вестных работах С. Н. Мергеляпа (8), А. Г. Внтушкпна (’)*,  М. С. Мель­
никова (10). Для простоты формулировок мы здесь пользовались простей­
шим из таких условий: дополнение к G состоит пз конечного числа связ­
ных компонент.

В заключение автор выражает искреннюю благодарность И. Ц. Гохбер- 
гу и А. С. Маркусу за полезные обсуждения изложенных результатов.
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