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Хорошо известно, что многие из результатов о существовании решений 
операторных уравнений являются следствием существования неподвижной 
точки при непрерывном отображении выпуклого бикомпакта в самого 
себя в локально выпуклом линейном топологическом пространстве (1).

В работах (2_7) изучаются операторные интегро-дифференциальные 
уравнения вида

~Чт~ = Х^\Кs> и’

D
t

= f х' и ХУ’ $ К s’ и (s’ х^ ds} 
а

в банаховых пространствах. Устанавливаются локальные и нелокальные 
теоремы существования и теоремы единственности решения задачи Коши, 
существования предельного режима, непрерывной зависимости от началь­
ных данных, известных функций и др. Эти результаты, естественно, те­
ряют силу, если ядро неинтегрируемое.

В настоящей статье для случая неинтегрируемого ядра у операторного 
интегро-дифференциального уравнения вольтерровского типа выделяется 
класс решений, для которых существует предельный режим и имеет место 
непрерывная зависимость таких решений от известных функций. Сформу­
лируем полученные результаты.

Пусть: 1) D — замкнутая ограниченная область /с-мерного эвклидова 
пространства, у s D; 2) u(t, у) — «-мерная векторная функция; 3) f(t, у, 
т, и), F(t, у, т, s, и) — операторы, отображающие «-мерный вектор и в 
«-мерные векторы; 4) W(t, у, г, z, v) — «-мерная векторная функция от 
числовых аргументов t, т, ^-мерного вектора у, «-мерных векторов z,-v, 
определенная в области

G{t^r^a- y^D- ||z||, М<оо}, 
удовлетворяет условию Липшица

у, т, zf, щ) - W(t, у, т, z, к) || L(||z, - z|| + \\vt — ы||),

причем постоянная L не зависит от значений аргументов функции W; 
5) нормы вектора и(1, у) и матрицы JT(t, у) определяются следующим об­
разом:

п п
II« (F у) I! = sup 2 | uk (t, у) I, || Н (t, у) |j .-= sup 2 I Hi, k (t, У) I- 

k=l i, k=l
Ниже все встречающиеся функции предполагаются непрерывными, если 

не оговорено противное. Интегрирование понимается в смысле Бохне­
ра (8).
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1°. Предельный режим. Будем говорить, что кривая h = h(t) яв­
ляется предельным режимом семейства кривых T{u(t, у)}, если

\\u(t, у) -fe(t)|| -*0  при

Векторную функцию h(t) назовем m-функцией, если она принадлежит 
одному из следующих классов непрерывных функций: 1) периодических 
с периодом ы; 2) периодических с периодом 2с> и меняющих знак через 
полупериод (/i(t + co) = —/j(i)); 3) почти периодических в смысле Бора; 
4) ограниченных на числовой прямой.

Векторную функцию lift, у) будем называть (Э;-функцией, если
" N —>0 при t —> а, где число Z 0.

Пусть А — постоянная матрица порядка п X п, К(х) — квазиполином- 
ная матрица вида пХ п:

Г

3=1

где — полином относительно х с и-квадратными матричными коэф­
фициентами. Предположим, что выполнены следующие условия:

1) (Т), если вещественные части всех корней характеристического 
полинома (5) системы интегро-дифференциальных уравнений

t
= Av (i) + К (Z — я) v (s) ds

a

отрицательны. Тогда, в силу условия (Т), фундаментальная матрица 
V(t,s) системы интегро-дифференциальных уравнений

t

~ = Av (t) + (t — я) v (я) ds,
8

нормальная при t = s (У (я, я) = Е — единичная матрица), при всех t 
> я а удовлетворяет неравенству

II Vft, я) II = ||1ф - я) ||

где а и р — некоторые положительные постоянные.
Предположим далее, что выполнены следующие условия:
2) (М), если в области G справедливы неравенства

у, u(t, у)) || < a(t) \\u(t, у) || +

||F(f, у, т, и(т, ^))|| С y(i, т)||гг(£, у)\\ +yi(i, т), 
где aft), ai(t), y(t,r), yi(i, т) — неотрицательные функции и a(i), у (£, т) 
непрерывны по t на всяком интервале [а + е, &], е > 0. При t = a допу­
скается неинтегрируемая особенность типа (i — а)_1 у функции

df 
Р (0 — a (0 +

I

точнее, требуем, чтобы lim sup (Z - а)р ft) I / (|3L).
*4~ ft

3) (5i), если
df '-^ (^) = —p-+ ai (^) + ^ Yi т) dr-» 0 при t —> oo,

( У(г, t)dr,
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(If 
где b(t) = ||Иф, у, О, О)||; <

—■ ds < °о, Кх (s) = f еат (к (т) + гр (т)) dr.

tdf p
4) (Л/), если r (t) ~ a (t) 4- j Y т) б?т 0 при t —> 00.

a

Тогда справедлива
Теорема 1. Если выполнены условия (Т), (М), (Si), (Л/), а гр(£) — 

т-функция, то все Огрешения системы интегро-дифференциальных урав­
нений

t
— = Au (t, у) +\)K(t — s)u (s, у) dy +

a

+ W [t; у; и (t, y); j F [t, у, x, и (t, y)J dr} + ip (/) (1)
a

имеют один и тот же предельный m-режим *.

* Предельный m-режим означает, что предельный режим есть т-фупкция.

Замечание. Теорема 1 справедлива и без требования условия (Л/), 
если (t — a) p(t) I/ fiL при t а.

Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 1 и гр(£) = ~ ку­
сочно-постоянный вектор, то при t gee Огрешения системы (1) вхо­
дят в точку

t
Q = V (t — s) гр ds

- ОС

фазового пространства (щ, и2,. . ., ип).
Следствие 2. При условиях теоремы 1 и ip(i) s0 все Отрешения 

системы (1) входят в начало координат фазового пространства.
Следствие 3. Пусть-. 1) вещественные части всех характеристиче­

ских чисел матрицы А отрицательны; 2) векторные функции f(t,y,u), 
F(t, у,х, s, и) удовлетворяют условиям (М), («Si), (Л/); 3) ip(i) -тп-функ- 
ция.

Тогда все решения системы интегро-дифференциальных уравнений
f

dU = Au(t, у) + у, u(t, i/)) + ^F(t,y, x, s, u(x, s))dsdx + ip(Z)
a D

имеют один и тот же предельный т-режим
t

п (t) = V (t — s) гр (s) ds,
— ОС

где V(t) — фундаментальная матрица системы

2°. Непрерывная зависимость решений. Изучение непре­
рывной зависимости решения v (гр) некоторого операторного уравнения 
в точке ip = ipo приводится к изучению непрерывной зависимости решения 

777



и (f) уравнения
u = f + A(u) [4(0) =0]. (2)

Говорят, что решение уравнения (2) непрерывно зависит от f в точке 
f = 0, если по любому е > 0 можно найти такое число б > 0, что для каж­
дого решения к(/) уравнения (2) выполнено неравенство ||н(/) || < е, если 
только ||/|| < б. Очевидно, что если уравнение и = А(и) имеет нетривиаль­
ное решение или имеет неинтегрируемое ядро, то не может быть и речи 
о непрерывной зависимости для всяких решений уравнения (2) в точке 
/ = 0. Однако для Oi решения теоремы о непрерывной зависимости от ф 
могут быть получены. Приведем их.

Будем говорить, что выполнено условие (Л/2), если для всех а, О / 5' 
3s а

1) f(t, у, 0) F(t, у, т, 0) = 0, W (I, у, т, 0, 0) 0;
2) ||/(7, у u.(t, г/)) || С a(i)co(i), ы(£) = ||гг(£, г/) ||, \\F (t, у, т, и (т, и}) || 

II =С ₽(/, т)и(т);
df

3) Pl (d = a (t) +
t

t [а + е, а1],Е>0 такая, что

lim sup (t — a) pv (t) l/($L);
t—> a

4) r;fc W) = II (c (/) Il-
Ao. *■ a'

Теорема 2. Если выполнено условие (Л/2), то О-решение системы
г т

и (t, у) = ф (t, у) + j W |р у; т; f (т, у, и (т, z/)); F (т, у, р, и) с/р] dr 
а а

непрерывно зависит от тр.
Теорема 3. Если выполнено условие (Л/,), то Огрешение u(t,y) си­

стемы интегро-дифференциальных уравнений
i

d—gt = Alt) и (I, у) + ^K(t, т)и (т, у) dr + 
а

р йф; у; / (t, у, и (г, у); jF (t, у, т, и (т, у)) di] + ф (t, У) 
а

непрерывно зависит от ф(£, у).
Предполагается, что матрицы А (/) и КЦ, т) непрерывны.
В заключение выражаем благодарность чл.-корр. АН СССР А. А. Са­

марскому за ценные замечания.
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Р (г, t) dr — интегрируемая функция при всяких

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 А, N. Tichonov, Math. Ann., Ill, 767 (1935). 2 A. H. Тихонов, Билл.

Московок, унив., (А), 1, 8, 1 (1938). 3 М. А. Красносельский, С. Г. К р е й и,
ДАН, 102, № 1, 13 (1955). 4 М. А. К р а с н о с е л ь с к и й, С. Г. К р е й и, Тр. Воро-
нежск. гос. унив., в. 2, 3 (1956). 5 Я. В. Быков, О некоторых задачах теории ин­
тегро-дифференциальных уравнений, Фрунзе, 1957. 6 Я. В. Быков, Сборп. Иссле­
дование ио иптегро-дифференциальным уравнениям в Киргизии, в. 1 (1961). 7 Я. В.
Быков, X. М. С а л п а г а р о в, Сборн. Исследование по интегро-дифференцпальпым 
уравнениям в Киргизии, в. 2, 91 (1962). 8 Э. Хилл, Функциональный анализ и
полугруппы, ИЛ, 1951.

778


