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Пусть дифференциальный оператор К определяется формулой
&

1 (1)

где &>(£), г = 1, 2,..., т,—возрастающие и дважды дифференцируемые 
функции в области G и &((£)•£> О при t 0, а АДО) =0, причем 
к/(0) > 0. Здесь и ниже повторение индексов i и / означает суммирование 
по ним от 1 до т.

Пусть G~ — конечная односвязная область (т. + 1) -мерного эвклидова 
пространства E,„ + i точек (х, t) = (xh х2, . . . , хт. t), ограниченная снизу 
характеристическим конусом оператора К с вершиной, направленной в 
отрицательную сторону оси Ot и расположенной в полупространстве t < 0, 
и сверху — часть У, гиперплоскости t = 0, отсекаемой конусом 5,.

Пусть G+ — конечная односвязная область, расположенная в полупро­
странстве t > 0 и ограниченная сверху поверхностью S из класса А(2’ а) 
(А{1‘ а) означает, что параметрические уравнения поверхности из класса 
С{>' а), 0 < а < 1), а снизу — поверхностью So. Предположим, что S П S,, = 
= У, П 5'0 = ст, G = G+ U G~.

В области G рассмотрим уравнение

Lu = К (Ku) -ф (t) А^их.х.Х1. -ф Ajux.tt + А°А\ (t) их^1 -ф А°ищ -ф L^i — f (2) 

с коэффициентами А} = А>(х, t), j = (), К • • •, из класса C3(G) и правой 
частью f = f(x, t) из пространства L2(G); Ai —линейный дифференциаль­
ный оператор не выше второго порядка с коэффициентами из класса 
C2(G).

Уравнение (2) гиперболично в области G~, эллиптично в области G+ 
п параболически вырождается на гиперплоскости t = 0.

Для уравнения (2) рассмотрим следующую задачу.
Задача I. Найти решение и(х, t) уравнения (2) в области G, удов­

летворяющее краевым условиям

K|susi = 0, du/dn\s=0. (3)
Обозначим через ИД множество функций и(х, t) класса ll’ = C'(G) П 

ЛС'(Ф), для которых Lu LAG) п соблюдены краевые условия (3).
Для элементов множества ИД рассмотрим эрмитову билинейную форму

М+ = ^(Аи-Ап-ф ux.vXi + utvt -Д uv)dG. (4)
о

Поскольку (и, и)+ 0, и (и, и)± = 0 и = 0.
Следовательно, для формы (4) соблюдены все аксиомы скалярного про- 
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во Wi становится линейным пространством с нормой ||и|1+ = (щ н)+. Если 
оно неполно, то, пополняя его обычным способом, получим полное гиль­
бертово пространство, которое обозначим через П+. Так как Wi плотно 
в П+, то пополнение W\ до полного нормированного пространства по норме 
||и||+ = (и, и)+ порождает расширение оператора К. Нетрудно показать, 
что это расширение оператора К совпадает с замыканием его. Расширен­
ный оператор снова обозначим через К.

В дальнейшем потребуется следующая
Лемма 1. Если и е W\, то имеет место неравенство

1Ы11 С\\Ки\\а, (5)
где С — здесь и ниже положительная постоянная, не зависящая от функ­
ции и (х, t), || • ||; — норма в пространстве Соболева (*).

Докажем более общую лемму, из которой как частный случай следует 
лемма 1.

Лемма 2. Если коэффициенты оператора

K^K + <‘l-k + bT, + c’

таковы, что а1 = аДж, t), I = 1, 2,. . . , m, Ь = b{x, t), с = с(х, t) е C‘(G) и 
2с — а}-.. — < 0 при t > 0, тогда для любой функции u е С1 (G) Л C'2(G) =
= С{Кб), удовлетворяющей краевому условию (3), справедливо неравен­
ство

IlnlL С||ЛЛп||о. (5')
Доказательство. По формуле Остроградского с учетом граничных 

условий (3) получим

2 (—/2и J- щ) Кри dG = {[&{ (i) + 2k2ki (/)] zz^. -ф (z.2 -f- 2b) u* Д-
g+ o+ 2

+ 2aiuXiut + [—X2 (2c — — bt) — c(] zz2} dG +

+ [ —и2 (ж, 0) Д- 2X2zz (x, 0) Ut (x, 0) Д- /.26 (x, 0) — c (x, 0) zz2 (x, 0)] ds.
So

Поскольку коэффициенты оператора Kt ограничены в области G, то, 
в силу неравенства 2а^т] > —еа2^2 — - ц2, справедливого для любых £ > 0, 
при соответствующем выборе X2 имеем

Сг J (и2. + + zz-2) dG - С2 J [и2 (х, 0) + и2 (х, ОД ds С J (ЙДн)2 dG. (6)
G+ г So G+

Если функция u^C(Ki) и u|s, = 0, fc/(0) >0, то имеем (см. (2))

С3 $ (u2 + zz2 + и2) dG-Ci J [и2 (z, 0) + и2 (х, 0)] ds < J (K1U)2dG. (7) 
G- 1 So G-

Из (6) и (7) следует неравенство (5х).
Лемма 3. Пусть коэффициенты оператора К, удовлетворяют усло­

виям леммы 2, тогда для любой функции zzeC(A'1), удовлетворяющей 
краевому условию w|sus, =0, справедливо неравенство (5х), если выпол­
няется одно из следующих условий:

1) Поверхность SeH(2'a) такова, что внешняя нормаль к S при до­
статочно малом t ортогональна к оси Ot, т. е. найдется такое б > 0, что при 
0 «7 t G 6 cos (ns, t) = 0.

2) Внешняя нормаль ns к S при 0 t б {где б — достаточно малое
число) удовлетворяет условию cos2(nS) Xi) f>0, 0 < р0 < 1 и а*{х, 0) =0.
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Доказательство. Пусть имеет место условие 1) леммы, тогда по 
формуле Остроградского из равенства

(lu, Kjjz)0— J (—X2u J- $Ut) KyU dG
G+

получаем (6), где 0 (x, t) = (6 — t)2 при О С Z <5 n p (x, t) = 0 при t > 6.
Если имеет место условие 2) леммы, то проведем в области G+ гладкую 

поверхность 58, лежащую в полосе 0 < t 6 и проходящую через пересе­
чение поверхности S и гиперплоскости t = б. Поверхность St, настолько 
гладко прилегает к поверхности S, что граница области G6+, ограниченной 
поверхностями S и S5, из класса Л<2, а).

Построим функции а* = а’(ж, £) следующим образом (3): а2 (ж, t) — 
= е cos(«Sr X;) на поверхности S, а на гиперплоскости So a’ (х, t) — реше­
ния уравнения Аха2(ж)=0, удовлетворяющие граничным условиям 
а*(х) ]о = е cos (ns, х, ) |,=0, s > 0.

В области G~ положим а’(ж, t) = а*(ж), в области G+ а2 (ж, t) — реше­
ния уравнения А а2 (ж, t) =0, удовлетворяющие граничным условиям

а’(ж, t) [s = е cos(ns, xt), e’|So = а'(ж).

Функцию р(ж, t) построим следующим образом: 0(ж, t) = е|3о(б —Z)2 
в области G \ GA, а в области СД+— как решение уравнения А20 = 0, 
удовлетворяющее граничным условиям

₽ lSg = 80 (6 — г)2, dfydn |Ss = — 2е0о (6 — t) cos (nSs, t),

₽ | s = 0, d$/dns = O,

где n — внешняя нормаль к границе области.
Применяя к интегралу

(уи Ц- а’щ.. Д- 0щ) Куй dG = (lu, KyUjo,
G

где t

при £ > 0,
при t О 0,

формулу Остроградского при достаточно большом А2 и достаточно малом 
8 > 0, получим неравенство

С5 J (и2. + и* + и2) dG — Св $ (п2. + и2 + и2) dG —
G+ г G- *

— С7 J [и2 (х, 0) + и? (х, 0)] ds<Z (ЛАп)2с?£. (8)
So G

Из (7) и (8) имеем (5').
Из леммы 1 следует, что

||ц]1+<СЖ< (9)
Введем билинейную форму В (и, v), соответствующую дифференциаль­

ному оператору L:
В(и. г) = (Ku, Kv)Q + В,(и, v), (10)

где Bi(u, v)=—(Ku, lv)0 + B2(u, v), I = А‘д I dxt + A^d I dt + AXi + ИД а 
52(u, о) — билинейная форма, состоящая из произведений линейных диф­
ференциальных выражений не выше первого порядка.

Если и, veWy, тогда, в силу (3), имеем Lu = f ++ В (и, и) = (f, к)0.
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Определение. Обобщенным решением задачи I назовем 
любую функцию и е Н+, если

В(и, и) = (/, v)0 Vy е= И7Ь

Используя теорему Рисса и лемму Лакса — Мильграмма (см. (4)), можно 
доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (2) таковы, что для лю­
бых и <= Н± справедливо неравенство В^и, и) > 0; тогда для любой функ­
ции f существует и притом единственное обобщенное решение за­
дачи I из пространства Н+.
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