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Для случая замкнутого отображения Гуревичем была доказана сле­
дующая

Теорема. Пусть f —замкнутое (k +1)-кратное отображение про­
странства X на пространство Y, где X и Y — метрические пространства 
со счетной базой.

Тогда dim Y dim X + к.
Позднее этот результат был обобщен А. Зарелуа на случай произволь­

ных нормальных пространств (4).
А. В. Архангельским в семинаре П. С. Александрова было предло­

жено рассмотреть следующий специальный случай факторных конечно­
кратных отображений. Пусть на множестве К заданы топологии тд,... 
.. . , тп.ц, за X примем свободную сумму пространств (У, -ц), i = 1,... 
.. ., п + 1, а в качестве пространства У возьмем множество У с тополо- 

п+1 
гией т = П Т;.

i=i
Мной была доказана теорема, подтвердившая гипотезу А. В. Архан­

гельского: размерность dim метрического пространства X не превосходит 
п, тогда и только тогда, когда его топологию можно представить в виде 
пересечения 0-мерных метрических топологий t4, т2,. .. ,t„_i, которые под- 

k
чинены следующему условию-. (X, П тД— метрическое пространство 

i=l
для каждого k = 1, 2,..., п + 1 (5).

Таким образом, всякое и-мерное метрическое пространство можно 
представить как факторный (п + 1)-кратный образ 0-мерного метриче­
ского пространства.

Рассмотрим теперь другую задачу, также поставленную А. В. Ар­
хангельским: пусть/—факторное (/с + 1)-кратное отображение 0-мерно- 
го метрического пространства X на метрическое пространство. Можно ли 
утверждать, что dim У ж к?

Лемма. Пусть dim У к. Тогда существует замкнутое Y' с у такое, 
что для каждого открытого U с У dim (U 0 Y') > к (если U 0 У' А А).

Доказательство. Пусть Г = {U: U открыто в У и dim U < к} и 
G = U U. Так как У метрпзуемо, то в Г можно вписать покрытие, ло­

не г
кально-конечное в G. Следовательно, dim G < к. Из построения видно, 
что за Y' можно принять Y\G.

В дальнейшем мы будем предполагать, что само У обладает отмечен­
ным свойством. Будем также предполагать, что f~'(y) для каждого у ~ 
е У, состоит ровно из двух точек.

Теорема. Пусть /: XУ, где X и Y — метрические пространства, 
f—факторное двукратное отображение и dimX = 0. Тогда ЙШ1У®£1.

Доказательство. Допустим противное: пусть dim У -ж 2. Тогда в 
У существуют по крайней Mepfe две пары замкнутых множеств Ci, С, и 
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С2, С2 таких, что для любых двух перегородок D, и D2 DiftD^X 
(Dj — перегородка между С, и С/, a D2 — перегородка между С2 и С2').

Так как dim X = 0, то существуют открыто-замкнутые множества U, 
V^X такие, что Ж (С.) <= В, Ж (С/) <=X/U=U', Ж (С2) ~ V, Ж (С/) = 
CX\V = V'.

Обозначим малые образы множеств U, U', V, V' через А, А', В и В' 
соответственно*. Так как У метризуемо, то / — псевдо-открытое отобра­
жение (см. (* 2 *)) и, следовательно, [4] П А' = А П [47] = В П [В7] ¥= [2?] П 
П В' = Л.

* Под малым ,тгбрз5ом—ияожеетва-’ U при отображении / понимается 
{у <=Yt /-»(у) <=г/}‘>жгосудар- -м:; , ■ . к, __

2 Зак. 1498 | В . » U J . 1017

i * i

Пусть Di = [4] Я [4'] п D2 = [В] П [В']. Покажем, что множество 
Di является перегородкой между Ci и С/. Имеем: С2^А, СС~А' и Di Л 
Л (4 U И') = А. Докажем, далее, что [4] U [4'] = У. Пусть это не так. 
Тогда G — У\ [4] U [47] не пустое, открытое в У множество, для кото­
рого /-‘(G) = ЖиЖ и /(Ж) =/(Ж) =G, где Ж=/-‘(С) Л U, Ж = 
= /“‘(G) Л U', Wi, Ж — открытые непересекающиеся множества. Так как 
/ I и'1(ж2 ~ факторное отображение, топология пространства G является 
пересечением двух нуль-мерных топологий, одна из которых посредством 
f отождествляется с топологией пространства Wi, а другая — с тополо­
гией пространства W2. Поэтому (см. (5)) dim GC1, хотя должно быть 
dim G = dim X = 2 > 1 в силу допущения о размерности У и соглашения 
об У, предшествующего теореме.

Итак, доказано, что В, - перегородка между С, и С/ (и даже между 
4 и А'). Аналогично, D2 — перегородка между С2 и С2 .

Рассмотрим два случая:
1) [4 Л В] U [4 Л В'} Di. Так как / — псевдо-открытое отображение, 

то
ВЛ/-‘([4 Л В] Л D^ с U Л V Л f-'(Di), 
ВЛ/-1([4 ЛВ'] Л Ж) <= В Л У7 П/-1 (В,).

В силу выбора множеств С4, С/, С2, С2, существует [4 Л В] ЛВЛ 
Л [4 Л В']. Так как у еВ15 то множество Ж(у) Л U состоит из одной точ­
ки, которую мы обозначаем через х. Из (1) следует, что если х V, то 
/(ж) [4 Л В']. Таким образом, рассмотренный случай невозможен.

2) [4ЛВ] U [4П В'] 5 В,, тогда 4 е [4 Л В] U [4 Л В']. Так как 4 Л 
Л [4'] = А и В2 нигде не плотно, У\ ([4 Л В] U [4 Л В'] U [4Z] U В2) = 
= G А А.

Заметим следующее:
а) [4 Л G] = G, в противном случае АВ- G \ [4] сУ \ (4 U А') и топо­

логию на G\[4] можно представить в виде пересечения двух 0-мерных 
топологий (Ж(G\[4]) Л U и /_1(G\[4]) Л U'), а это противоречит вы­
бору У (по предположению, каждое открытое в У множество имеет раз­
мерность Эг 2);

б) [ (В Л В'] Л G] => G; это получается аналогичными рассуждениями.' 
Так как [В] Л В' = [В7] Л В = А, то можно предположить, что G \ [В7] = 
= Gi А:

в) пусть Ki = {у: у е Gi и /~‘(у) с (G Л У) U (В7 Л У7)}, К2 = {у: у е
eGi и К1 (у) (G7 Л У) U (В Л У7)}; тогда [К2] Gi.

Действительно, в противном случае Gi\[A2] можно было бы предста­
вить в виде пересечения двух топологий: /~1(GI\[A'2J) Л (ВГ) У) п 
ЖЖЛ [Ж]) Л (В7 U У7). Следовательно, К2 — Так как / псевдо-откры­
то, то [АГ,] Л К2 = А и, следовательно, G2 = G, \ [AJ В А.

В результате проведенных рассуждений мы получили открытое в У 
множество G2.

Пусть Х2 = Ж (G2). Дальше мы будем рассматривать только два про­
странства Х2 и G2. Пересечение множества, лежащего в У, с G2 (соот-
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ветственно с л2) будем обозначать той же буквой, что и само множество, 
приписав сверху волну.

Заметим, что А2 = Wt U Ж U Ж, где W 3 = V Л F, W2 = £7' Л У, W3 = 
= £7ЛР и G2 = AUBUK2, где Я Л В = В Л К2 = К2 Л Я = А, [Я] = [51 =
= [К2] = G, причем с Wi U W3,
U Ж, причем

Va^A f~‘(a) П Wt ¥=А

УЬ^Ё /-‘(&)ЛЖ^А
Ук^К2 АЖА

f-1 (Ё) <= W2 U Wi, f-1 (£2) cz W2 U

и /_1 (а) Л W3 A,

и /-1 (&) WW A,

и f~l(k) Л W3^A.

_ Так как dim G2 5s 2, то размерность хотя бы одного из трех множеств 
А11.В=/(Ж), Я U К2 = /(ТИ3), В ^Кг~ f (W2) не меньше 1. Пусть 
этим свойством обладает множество A U В.

Так какИпп Wi = 0, a dimf(W’i) > 1, то Яде А и последовательность 
{г/„}сЯив, сходящаяся к а, такие, что [/-1(а) Л Ж] Л [/_1({у„}) П 
П Wi] = Л.

Так как G2 и Wt ■ метризуемые пространства и /_1(5) Л Wi всюду 
плотно в Wi, то можно считать, что {у^^В. Действительно, пусть 
'ж; = /_1(у,:) Л Ж- Так как {х,} замкнуто в Ж, то в Wt существуют окре­
стности Oxi э такие, что [Oxi] Л [Ох>] = А при i j.

С другой стороны, так как G2 метризуемо, то в G2 существуют окрест­
ности Оу{ э у( такие, что если у' е Oz/;, то {iji} сходится к а. Так как 
/~‘(А)ПЖ всюду плотно в W,, то можно^ выбрать последовательность 
{х/}, для которой х' е Ox, i~'i W (Оу?) Л /_1 (В) при каждом I.

Таким образом, вместо {г/J можно взять последовательность {уА 
yi'=f(xi')}. Однако это противоречит псевдо-открытости отображения /, 
так как «е [ {у/} ], [/"* ({у-}) ] = [ {ж/} ] U [ W2 Л /-1 ({у/}) ] <= {ж/} U W2 и 
Г1 (а) Л ({ж/} U Ж) с (ИМ (Ж Л/-1 (а))) Л ({ж/} U W2) = А.

Построим теперь пример факторного трехкратного отображения 0-мер- 
ного пространства X на 3-мерное метрическое пространство У.

Пусть У — некоторое метрическое 3-мерное пространство (например, 
куб). Тогда y = AUBUCUD, где dim А = dim В = dim С = dim D = О 
и множества А, В, С и D попарно не пересекаются. Введем на множестве 
У две топологии т, и т2, объявив в первом случае открытыми точки из 
y\(AUB), а во втором — точки из y\(CUZ)). Легко видеть, что в обоих 
случаях получаются одномерные нормальные пространства (5).

Рассмотрим пространство (У, ту). Так как оно одномерно, в этом про­
странстве существует о-локально конечная система открытых множеств 
у = {Ua’. i^N, а^М}, границы элементов которой не пересекают мно­
жество А, не пересекаются между собой, кратность покрытия у’: = {UA- 
а е М} не превосходит двух для каждого i. Более того, мы требуем, что­
бы было: 1) если \U0 Л U?] П [UA Л £7^*] =0 А, то UA Л UA = Ua U С7Р\ 
2) для каждого x^AUB совокупность {UA х е UA} составляет базу 
топологии Ti в точке х (из определения видно, что база исходной топо­
логии в точке х является в то же время и базой топологии ту в той же 
точке).

Построим теперь по индукции последовательность пространств 

Хп_х->

где Хп — нормальное пространство и л„_!п — факторное двукратное ото­
бражение для каждого п.

Построение. Рассмотрим первое покрытие у1 = {Ж1: as Л/} и в 
качестве Xt возьмем свободную сумму Z и [Z21, где Z; — совокупность 
точек из X, кратность покрытия у1 в которых равна I. Из построения вид­
но, что Xi распадается в дискретную сумму элементов вида Ual \ ( U (7Р‘) 

и [UA Л £7Р*]. Совокупность этих элементов обозначим через у4. Легко за­
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метить, что естественное факторное отображение Ло1, ограниченное на лю­
бом V е уч, является вложением. Так как л0*(У) — замкнутое в Ха мно­
жество и семейство у1 локально конечно, то Ло1 — замкнутое отображение. 
Проделаем эту операцию для каждого V е у4, рассматривая семейство 
(ло1)-1^) А {(л0‘) 1 (UJ): а е М} вместо у1. В результате мы получаем 
пространство Х2, семейство у2 и факторное двукратное отображение л? 
и т. д.

Очевидно, что X„ - нормальное пространство для каждого п. Пусть 
теперь X1 = lim (Х„, л„_1") и /„ — сквозное отображение пространства Х‘ 

на пространство Х„. В (3) доказано, что в указанных предпосылках X1 — 
вполне регулярное пространство и семейство {/г_1у<} U /0-1 (С U D) состав­
ляет базу этого пространства. Заметим, кроме того, что на множестве 
/,,-1 (Л U В) семейство {/л’у;} высекает базу.

Из этого замечания следует, что если х^ Хп — точка такая, что 
| = 1, и {I1,} — база в точке х, то {/„“‘(Г;)} — база в точке /п_1(я) 

пространства X1.
Из выбора системы у следует, что ]/0_1 (яг) | < 2 для каждого х е Ха и 

{х-. х^Х0, \f0-l(x) | = 2} <= В.
Можно легко показать, что отображение /0 факторно и dimX1=0.
Точно таким же способом построим пространство X2 и факторное ото­

бражение g0: X2(У, т2).
Обозначим X1 U X2 через X и построим отображение F следующим об­

разом:
I T°f0(x), если х<= X1, 

F \T°g0(x), если х^Х2,

где Т: (У, Ti) U (У, т2) -> У — естественное отображение, соответствующее 
операции пересечения топологий. Очевидно, что F — факторное отобра­
жение. Так как {х: =2}<=В, а {х: | g0~'x | = 2} <= С U D и В П
.1 (С U D) = Л, отображение F трехкратно.

Из всего сказанпо выше следует, что любое (2и — 1)-мерное метриче­
ское пространство можно представить как (re + 1)-кратный факторный 
образ 0-мерного нормального пространства.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 14 IV 1972
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