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В работе доказывается несколько теорем о связи кардинальных инва­
риантов пространства exp X со свойствами пространства X. Напомним 
определения и обозначения.

1) exp X — пространство замкнутых подмножеств топологического про­
странства X с топологией Висториса. Базовую окрестность точки (F)

п
в exp X будем обозначать (У15 .. ., У„), где |J зэ У и У, П F = ф 

?-1
для всякого i = 1,... , п.

2) t(X) — теснота пространства X (') определяется так: t(X) пг, 
если из того, что х е [А] следует, что существует В ~А, |2?| тп и 
х (= [5].

3) с(Х) — число Суслина пространства X.
4) сс(Х) — sup {с (У) : Y с. X} — протяженность пространства X.
I. Теорема 1. Если (.(етирХ) К», то X сепарабельно.
Предположим противное и пусть У плотно в X. По предположению 

| У | > Ко- Пусть Л — семейство всех конечных подмножеств множества 
У. Ясно, что |Л| = | У| и (X) е [А], где А = {(Z) :ZeA}. Действи­
тельно, пусть (У1,.. ., У„) —произвольная окрестность точки (X) 
в exp X. В каждом У; выберем точку ад е У. Множество А = (xt,.. . ,хп) 
замкнуто вХиЛеЛ, а (А) е (Уъ . .. , У„). Тем не менее, если В сд А 
и ] А? | К», то (X) [5], ибо X несепарабельно.

Следствие 1. Если i(exp X) s^Ko, т° X наследственно сепарабельно.
Пусть F замкпуто в X, тогда exp F cz exp X и £(ехр F) Ко и потому 

по теореме 1 F сепарабельно. Кроме того, t(X) i(expX) Ко и по­
тому, как показано в (1), X наследственно сепарабельно.

Теорема 2. Пусть X нормально и t(exp X) < К»-
Тогда в ехрХ выполнена 1-я аксиома счетности.
Наметим схему доказательства. Используя нормальность X и счетную 

тесноту в exp X, можно показать, что в X всякое замкнутое множество 
имеет счетную базу фильтра своих окрестностей. Из теоремы 1 получим, 
что X наследственно сепарабельно. После этого уже можно показать, что 
в exp X выполнена 1 аксиома счетности.

Следствие 2. Пусть X регулярно и t (exp X) Ко-
Тогда в X выполнена 1 аксиома счетности.
Не представляет труда распространить теоремы 1 и 2 и следствия из 

них на случай любых кардинальных чисел.
II. Лемма 1. Пусть Nx — дискретное пространство мощности т.
Тогда сс(ехрХт) > т.
Действительно, известно (2), что существует семейство {Sf: f е Т} 

такое, что | Т\ > т, St сд Хт, |5(| = т и для всяких С и t2 из Т |Х, П 
П XJ < Т. Легко видеть поэтому, что множество А = {(&): t е Т} ди­
скретно в индуцированной топологии.

Лемма 2. Пусть в X есть вполне упорядоченная строго убывающая 
(строго возрастающая) по включению последовательность замкнутых мно­
жеств длины т.
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Тогда сс(ехр X) т.
Доказательство можно извлечь из конструкции, приведенной в (3).
Следствие 3. Если сс(ехрХ) т, то всякое замкнутое множество 

FaX имеет плотность, не большую, чем т.
Очевидно, достаточно показать, что s(X) т. Предположим обратное 

и построим строго возрастающую последовательность замкнутых множеств 
{Fa : а <Z т+}. Пусть для какого-то а < т+ все множества F$, где 0 < а, 
уже построены и s(Ffi) и RcF; для | < р < а, причем включение 
строгое. Определим Fa = [ U F=] U {Ха}, где е X \ [ U ХД. Заметим, 

а<0 Г’<Я
что $([ и ХД) т И поэтому X \ [ U УД = ф, т. е. такой ха найдется. 

3<а .’<7-
Итак, все индуктивные предположения выполнены, и мы можем вести 

процесс по всем а < т+. Отсюда по лемее 2 заключаем, что А = {(ТД : 
: 0 <Z т+} дискретно в индуцированной топологии и потому сс(ехрХ) 25= 
(>■ т+ > т.

Следствие 4. Если сс(expX) т0 X — бикомпакт.
Замечание 1. Известно (4), что если пространство exp X метризуе- 

мо, то X — бикомпакт и тогда сс(exp X) ^0. Спрашивается верно ли, 
что сс(ехрХ) Ко влечет метризуемость X? Ответ на этот вопрос не­
известен.

III. Т е ор ем а 3. с(ехрХ) ехр (с(Х)).
Предположим противное. Пусть в exp X существует дизъюнктивная 

система А = {Ra : а е А} открытых в exp X множеств и | А | — тп = 
= (ехр (с(Х)))+. Возьмем Ra в виде Ra = (ица), ■ • где
s(a) и отнесем /У к классу А„, если s(a) = п. Ясно, что существует
натуральное пъ, для которого |A„J = т- Определим теперь подмножество 
exp X

J„(X) = {(F) : F си X и |F| п0}.
Если рассмотреть отображение fn: X” —>J„(X), определенное как /„{ii,... 
.. ., хп) — {ж,,. . . , хп), то оно, как указано в (5), является непрерывным 
и на. Система А„, высекает на 7„(Х) дизъюнктную систему непустых от­
крытых в J„(X) множеств. Следовательно, ввиду непрерывности в X" 
существует дизъюнктная система открытых множеств мощности т > 
> exp (с (X)). По теореме из (6) этого не может быть.

В связи с теоремой 3 возникает задача построения примера простран­
ства X, для которого было бы с(ехрХ) > с(Х). При с(Х) = такой 
пример, как заметил А. В. Архангельский и некоторые другие авторы, по­
строить невозможно в силу следующего. Существует модель Ф теории 
множеств, где выполняется особая аксиома Мартина (7). Для топологии 
важное значение имеет следствие из нее, обозначаемое ТАМ:

Если с(Х) = то из всякого несчетного семейства открытых мно­
жеств можно извлечь нечетное центрированное подсемейство.

Легко видеть, что в Ф справедливо
Утверждение. Если с(Х,) = Ко и с(Х2) = Ко, то с(Х1ХХ2) = Ко- 
Из теоремы 3 в данной модели получим тогда, что если с(Х) = ^0, то 

с(ехрХ) = Ко-
Замечание 2. Интересно отметить, что если X = ]*[ Ха и для 

аеЛ
всякого А'СП А, где I А'I < Ко имеем с( Xj и m — регулярный 

'и&Л' '
кардинал, то с (X) еД пг.

IV- Следующая задача была поставлена А. В. Архангельским. Пусть 
i(X,) sC т и #(X2) sC т. Верно ли, что £(Х, X Х2) та? Справедлива 
4/v x°J\eMa к Если 'X т и t(X2) ш и Х2 — бикомпакт, то

X Х2) пС т.
Лемма. Пусть выполняются условия теоремы 4, АсХ,ХХ; 

и х," е [nfA] (л,- — проектирование на сомножитель X,).
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Тогда [Л] |°| Л1-1 {^i0} =0= Ф-
Доказательство теоремы 4. Очевидно, можно считать, что 

если (яд0, я?2°) е Ц] , то Xi е [л,Л \ {ж,0} ]. Рассмотрим семейство А всех 
подмножеств л(Л со свойствами В е А, если | В | т, и яд0 е [5]. Ясно, 
что А =Л= ф.

Определим еще семейство Г (В) так: £еГ(В), если | L П А Г1 
П Лг_1{я:1} | аг для всякого я, е В. Очевидно, что £с Л и | В| т и 
Xi0 cz [л^]. По лемме тогда имеем, что для каждого £ е Г (В)

K(L) = [L] Л

Так как теснота наследуется подпространствами, то

и я (В)].
ьвеДЬЕГ(Н) J

Но U U К (L) cz лД {ж?} и потому существует множество 
вадьег(В)

Bc:(J U K(L) такое, что |В|^т и (яд0, ж2°) е [В]. Для всякой 
ВЕД ДеГ(В)

точки (х^у) <= D существует некоторое K(L(y)) е {K(L): L<=V(B) и 
В ez A} и (яд0, у) <= А(В(р)).

Теперь ясно, что (Д’, х”) ЕЕ [ U В (г/)1 и U В(г/)1^т.
-I 1 1/GE 77 2-О '

Теорема 4 доказана.
Более общая формулировка теоремы 4 такова.
Пусть t(X-,) <ти l(X2) Е т и пространство Х2 таково, что для вся­

кой точки х2 е Х2 существует окрестность и(х2), допускающая такую 
бикомпактификацию f>U(x2), в которой теплота в точке х2 осталась преж­
ней.

Тогда t(Xt X Х2) т.
Замечание 3. Если X = П. Ха и для всякого А' с Л, |Л'| <

аеА
имеем н П то t(X) — max {|Л |, пг\.

'аеД' '
Доказывается проектированием на грани конечных произведений.
В заключение выражтю искреннюю благодарность проф. А. В. Архан­

гельскому за внимание, проявленное к работе, и ценные советы.
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