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Целью настоящей работы является описание класса функций, вычис­
лимых на машинах Тьюринга при использовании датчика случайных чи­
сел.

Частичным распределением называется последовательность действи­

тельных чисел р = (р0, Pi, Pz,-..) такая, что Vi р, 0 и 2 Pi 1- Мно­
жество частичных распределений обозначим через Р, а множество нату­
ральных чисел через N.

/’-функцией от к переменных будем называть отображение /: Nk^-P. 
Будем отождествлять частичную функцию /: Nh->-N с Р-функцией /: 

.Nh-+P такой, что 1, если /(ж) = / и (/(ж))3==0 в остальных
случаях. Такие Р-функции назовем детерминированными. Для Р-функции 
/ содержательно обозначает вероятность того, что функция / при­
нимает значение / на векторе х е Nk.

Обозначим через ар вектор (ар0, ар,, ар2,...), а через 2 Ро> вектор

(2р^ 2р^> 2 • • •) •
jGJ

Определение 1. Пусть даны Р-функции / от г переменных и gt, 
g2,..., gT от к переменных каждая. Тогда равенство

/ (st g^i • • • 1 Sr) ("’•) 2 (st (;c))ii (а'))гг • • • (Sr Spi, ч, • • • > ь)>
it,

где x e Nk, определяет их суперпозицию.
О пр ед e л ение 2. Пусть даны две Р-функции f, от п — 1 перемен­

ных и /2 от п + 1 переменных. Равенства

g (х,, ■ . • , Xf~i, 0, X;, , , . . . , Хп) f, (Х1, • • • , ^г—i, xi+l, • • • , хп) ,
и

-определяют P-функцию g от п переменных. Будем говорить, что g опреде­
лена через /1 и /2 с помощью примитивной рекурсии по г-му аргу­
менту.

Определение 3. Пусть дана P-функция /от п + 1 переменных. 
Оператор минимизации по г-му аргументу цх. на Р-функции / опреде­
ляется равенством

Xi— 1,(х>, ■ ■ xi+i,...,£„) = (q0, q,, q2,...),
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где
9О (/ (^1» • • • j 0, • * • » Л'к) ) О,

7^+1 “ (/ (^l» • • • » 7 4“ lj ^i+l: • • • j *^a))o П Qmj

co

Qm = (/ (^1> • • • ? ^г-1? ^г+1т • • • , *2'й))п*
n=l

Таким образом, px./ является P-функцией от к — 1 переменной.
Элемент распределения д, есть вероятность того, что f(x!,..., х^, j, 

xi+l,..., жй) = 0, а для всех m <i f(xi,..., x{_i, m, xi+i,..., xk) ¥= 0.
Для детерминированных функций наши операции совпадают с одно­

именными операциями над вычислимыми функциями (*). Здесь равенство 

2 Pi — 1 заменяет свойство всюду определенности. Частичное распреде­

ление с 2 — 1 мы назовем полным распределением или просто распре­
делением. Если ~Vx^.Nk f(x) является полным распределением, то 
P-функцию f назовем также полной. В обозначениях определения 3 для 
полных функций выполнено равенство

Qj-Л = (/ , ^г—1> 7 4“ •Зч-Н, • • • > ”^а))о (1 2 Qrtij •

Определение 4. Класс P-функций называется рекурсивно 
замкнутым, если он замкнут относительно суперпозиции, примитив­
ной рекурсии и минимизации, а также содержит P-функции %(ж) = х Д- 1, 
О(х) = О, Ik^Xi,..., Xj, ...,%)= Xj для всех j к и D(x) = (’Д, 7г, 
О,...,0,...).

Минимальный такой класс назовем классом рекурсивных 
Р-ф у н к ц и й или РР-ф у н к ц и й.

Машина Тьюринга, которая использует, как в (2), датчик случайных 
чисел, выдающий 0 с вероятностью р и 1 с вероятностью 1 — р, причем 
р — конструктивное число (будем называть такую машину вероятност­
ной), вычисляет P-функцию /(z), у которой (f(x))i есть вероятность по­
лучить на выходной ленте число i при входном кортеже х е N*. Известно, 
что для всякой вероятностной машины Тьюринга, существует вероятност­
ная машина Тьюринга, использующая датчик с р = '/г и вычисляющая 
ту же Р-функцию.

Заметим, что машина, пишущая на выходной ленте первое значение 
датчика, вычисляет D(x), а функции к(х), О (х) и К3 (xt,..., хк) вычис­
ляются без использования датчика.

Лемма 1. Класс P-функций, вычислимых на вероятностных маши-, 
нах Тьюринга, замкнут относительно суперпозиции, примитивной рекур­
сии и минимизации.

Доказательство в точности повторяет доказательство замкнутости в 
случае детерминированных функций ('). Например, для минимизации 
вычисляем /(лщ..., Xi_t, 0, xi+l,..., xk)-, если получим 0, то на выходной 
ленте пишем 0; в противном случае вычисляем /(ощ ... , х{-1у 1, xi+l,... ,xk); 
если получим 0, то на выходной ленте пишем 1; в противном случае вы­
числяем /(Ж1,..., xi-i, 2, xi+l,... ,xh) и т. д.

Лемма 2. Каждая P-функция, вычислимая на вероятностной машине 
Тьюринга, является рекурсивной.

Пусть задана функция р: Nh—>- [0, 1]. Обозначим W(p(x), п) и-й 
знак в двоичном разложении числа 1 — р(ж).

Обозначим Pi (х, i, z) вероятность попасть из мгновенного описания 
(м.о.) вероятностной машины Тьюринга с номером х за i шагов в м.о. с 

номером z; рг(х, i, z) —условную вероятность попасть из м.о. с номером х 
,в м.о. с номером z за i шагов при условии, что попали в заключительное
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м.о. впервые на г-м шаге; р3(х, г) —вероятность попасть из м.о. с номе­
ром х впервые на г-м шаге в заключительное м.о.; рь(х, i) = р3(х, г) / 

г—1 2—1
/ (1 — 2 М*, /)) и р5(х, i, z) = р2(х, i, z) / (1 — 2 Р^х, i, У))- Счита- 

9—0 г/=0
ем pi = 0 (р5 = 0), если р3 = 0 (р2. = 0).

Легко проверить, что W(рДж, г, z), п), W(р2(х, I, z), ri) и W(p3(x, i), 
п) — общерекурсивные функции, а множества {(х, г) | р3 (х, г) = 0} и 
{(х, i, z) |р2(х, i, z) = 0} разрешимы. Поэтому Ж(р4(ж, г), п) и W(p5(x, I, 
z), и) — также общерекурсивные функции.

Введем P-функции ц>(х, г) — [iz(W(p3(x, i, z), Dt)) и ф(ж) = 
= lii(W(pi(x,i),D1)), где Di = pyD(y) = (72, 74, 7S,...), так что 
p3(x, i) = (i|)(z))i, и p2(x, i, z) = (<р(ж, г))2.

Пусть р(ж) —номер начального м.о., когда на входной ленте машины 
написан вектор х е Nk; у(х) — число на выходной ленте, когда машина 
пришла в заключительное м.о. с номером х (в других случаях у(х) = 
= (0, 0, 0,...)). Очевидно [3 и у — РР-функции.

КР-функция а(х) = у(ф(Р(а;),ф(Р(ж)))) является искомой, так как 
(a(x))j равна сумме по I вероятностей взаимоисключающих событий: 

попасть в заключительное м.о. впервые на г-м шаге и написать при этом j 
на выходной ленте. Каждая такая вероятность равна произведению вероят­
ности попасть впервые в заключительное м.о. на г-м шаге па условную ве­
роятность написать при этом / на выходной ленте.

Из доказанного немедленно вытекает
Теорема. Класс рекурсивных P-функций совпадает с классом 

P-функций, вычислимых на вероятностных машинах Тьюринга.
Следствие. Если в наших определениях всюду последовательности 

чисел р = (р0, pi, р2,. . .) заменить на последовательности из 0 и 1 (0, если 
Pi — О, и 1, если р;>0), а операции над числами — соответствующими 
булевскими операциями, то будет определен класс функций Nh-K2N. И этот 
класс совпадает с классом функций, вычислимых на недетерминированных 
машинах Тьюринга.

Замечание. Пусть дана Р-функция /: Nh ->-Р и оракул A f, ее вычис­
ляющий, т. е., прочитав х е N\ оракул пишет число г с вероятностью 
(f(x'))i. Машина Тьюринга Т, которая может обращаться к оракулу At,. 
вычисляет P-функцию Tf. Представляется неясным, будет ли Р-функция 
Tf принадлежать рекурсивному замыканию P-функций X, 0, IT, D и f. 
В частности, будет ли принадлежать их рекурсивному замыканию /’-функ­
ция Mj такая, что (Mf(x) )„ = 0, и (Mf(x))i+i = (/(ж)) г+1/(1 —/(ж)) 0) 
для всех г (если (/(o:))j+1 = 0, то (Mf(x))i+i =0)? Последние два вопро­
са эквивалентны.

Автор выражает признательность А. А. Мучнику за полезное обсуж­
дение.
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