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Рассматривается область Q в и-мерпом эвклидовом пространстве Rr‘ 
векторов х = (ад, .... хп).

Теорема 1. Задача Дирихле для линейного эллиптического урав­
нения 

(1)

порядка 2т с постоянными коэффициентами а,Л,-, р = (р1?..., р„), v = 
= (vb . . . , v„). | р | = pi + . . . + p„, | v | = Vi + . . . + v,„ устойчива в обла­
сти 12, если внутри области Q устойчива, задача Дирихле для уравнения 
Лапласа.

Что касается последнего вопроса, то оп полностью решен М. В. Келды­
шем ((*); (2), стр. 411—414).

Для доказательства теоремы 1 рассмотрим гильбертовы пространства Я(, 
£ = 0, ±1, ±2,. . ., описанные в (3), стр. 173. Через _Я(12, A) (Q — ограни­
ченная область, лежащая внутри куба 0 < х, < 2л, i = 1, 2,... , п) обозна­
чается подпространство пространства IIt, состоящее из гармонических в об­
ласти Q функций.

Будем говорить, что в пространстве ИДО, А) возможна регулярная 
аппроксимация, если Я((42, A) = ЯДП, А), где 7/((Q, А) есть замыкание 
в Н, множества функций, гармонических в окрестности замкнутой обла­
сти Q.

Лемма 1. Для возможности регулярной аппроксимации в НДО, А) 
необходимо и достаточно, чтобы задача Дирихле была устойчива внутри 
области Q.

Доказательство. Равносильное утверждение фактически установ­
лено в (4).

Лемма 2. Если регулярная аппроксимация возможна в ЯДП, А), то 
она возможна и в IT (Q, А).

Доказательство. Оператор (1 — А), где А — оператор Лапласа, 
изоморфно отображает пространство TR (О, А) на II_! (Q, А) ( С), стр. 174). 
Поэтому в пространстве Я-Дй, А) также возможна регулярная аппрокси­
мация. Пространства ЯДй, A), t = 0, ±1, можно соединить гильбертовой, 
шкалой. Это же относится и к пространствам НДО, A), t = 0, ± L Тождест­
венный оператор отображает Я±Дй, А) на Я±1(й, А) ив силу интерполя­
ционной теоремы он отображает Я0(Й, А) па На(Q, А), что и утвержда­
лось.

Лемма 3. Если в ЯДЙ, А) возможна регулярная аппроксимация, то 
она возможна и в ЯДО, А) при любом t = 0, ±1, ±2,. . .

Доказательство. При t = 0 это доказано выше. Но любое ЯДЙ, А) 
изоморфно отображается оператором (1 — A)ti/2] либо на IIДО., А), либо 
на НДО, А) (определение оператора (1 —А); для /< О см. (3), стр. 174), 
что и доказывает лемму.
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Через Hi(&, А) будем обозначать подпространство пространства Hh со- 
:тсяшее из функций, удовлетворяющих уравнению (1) в области Q. Поня­
тие возможности регулярной аппроксимации в HhQ. .4) определяется по 
аналогии с А).

Лемма 4. Если в пространстве H,( Q. A' t::гмсж:на регулярная аппрок­
симация, то она возможна и в Hm (Q. А j. ??: = 1. 2. 3,... , где А— тп-я 
итерация оператора Лапласа.

Доказательство. Какова бы ни была область Q, оператор 
А'""1 гомоморфно отображает IIm (Q. \ на И- А). При этом ядро
гомоморфизма состоит из (т — Л-гармонических функций в кубе 
О < Xi < 2л, i = 1, 2,. .., п. Поэтому лемма 4 с ледует из леммы 3.

Лемма 5. Если в пространстве 1E(Q. Ai е: смежна регулярная ап­
проксимация, то она возможна и в IIm (Й. .4 .

Доказательство. Рассмотрим гиль'нрйж.о пространство W2(m) ве­
щественных функций и(х), и(х), имеющих в ЕР производные в смысле 
С. Л. Соболева до m-то порядка и равных нулю вне куба 0 < х, < 2л, 
i ~ 1, 2,...,«, со скалярным произведением

(2)

Через И4т) (й, А) обозначим его подпространство, состоящее из функ­
ций, удовлетворяющих уравнению (1) в области Q. Возможность регуляр­
ной аппроксимации в w!>m) (й, Л) определим по аналогии с Ит(£2, Л). 
Можно показать, что регулярная аппроксимация в пространствах 
Изт) (Й, А) и Hm(Q, А) возможна или нет одновременно. Поэтому из 
условия и леммы 4 вытекает, что регулярная аппроксимация возможна в 

(Й, А":). Покажем, что отсюда следует возможность регулярной 
аппроксимации в IKy> (й, А).

Коэффициенты оператора А без ограничения общности можно считать 
симметричными:

avil a nV. (о)
Рассмотрим билинейный функционал

(4)

В силу (3) этот функционал симметричен и, следовательно, его можно при­
нять за новое скалярное произведение в И/ат) . В силу эллиптичности опе­
ратора А, норма, порождаемая скалярным произведением (4), эквивалент­
на норме, порождаемой скалярным произведением (2). Таким образом, 
оператор А порождает^ автоморфизм в пространстве ТТд771) , который мы бу­
дем обозначать через Л:

(Au, n>(m) = <w, у>(А), и, vt=W(2m). (5)

Можно показать, что Я—образ пространства (й, А) совпадает с
И!”1) (й, А’п;) для любой области й, лежащей в кубе 0 < х, < 2л, 
i = 1,..., п. Поэтому из возможности регулярной аппроксимации в 
W2m) (й, А), а значит, и в Нт{0., А).

Лемма 6. Если регулярная аппроксимация возможна в А), то
она возможна и в Ht(Q, А), t = 0, ±1, ±2,...

Доказательство. Для А = А” это доказывается по аналогии с лем­
мой 3. В общем случае используем то обстоятельство, что оператор А, опре­
деленный соотношением (5), осуществляет непрерывный автоморфизм не
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только в ЦДг> , по также и в , ц^т. Это позволяет доказать, что из 
возможности регулярной аппроксимации в (й, Д“)=И/2(Ц>П
Л W^m) (й, Am) следует аналогичная возможность для (й, 4) = 
= fl И7^ (й, Л). Далее рассматриваем оператор (1 — 4)т, изоморфно 
переводящий 1Ц на Ht при некоторых т>0и ц>т. а также ЯД'Й, А) на 
Ht(Q, А). Это позволяет доказать, что регулярная аппроксимация возможна 
также и в Ht (й, 4), t < т. Лемма доказана.

Сопоставляя леммы 5 и 6, приходим к следующему выводу.
Лемма 7. Если регулярная аппроксимация возможна в 7/Дй, Д), то 

она возможна и в Н\ (й, А), t = 0, ±1, ±2,...
Приступим к доказательству теоремы 1. Если / е W2(m\ то решение 

iijAnG= W(2m) (й, А) задачи Дирихле для уравнения (1) в области й при гра­
ничном условии f(x) допускает представление (4, 5):

(ж) = </ (у), (х, у})(А\ х <= й, (6)
где (х, у) — воспроизводящая функция пространства W‘™\Q, 4),
определяемая соотношениями

1) и(х) — <.и(у), .'7’<А> (х, у)>(А|, х <= Й, для произвольной функции
(Й,4);

2) МА)Д, ЙЕ^'И)(О, А) как функция от у.
Если {Qft} — убывающая последовательность областей, сходящаяся к Й 

в том смысле, что Л Йй = й, то, используя леммы 1 и 7, можно дока­
зать, что из условия теоремы 1 вытекает сходимость функций 

(х> У) и (ж, У) как функций от у в пространстве Юг™’. Из (6) 
вытекает теперь, что

lim ufi nk (х) = ufy Д), x^Q.

Это и означает, что задача Дирихле для уравнения (1) устойчива в й.
Теорема 2. Для возможности регулярной аппроксимации в простран­

стве 1У2(<)(Й, A), t = 0, ±1, ±2,.. ., необходимо и достаточно, чтобы зада­
ча Дирихле для уравнения Лапласа была устойчива внутри области й.
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