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РЕШЕНИЕ ИГР С ЗАВИСИМЫМИ СТРАТЕГИЯМИ ИГРОКОВ

(Представлено академиком Н. Н. Красовским 12 IV 19(2)

Работа является продолжением работы (*) и близко примыкает к ра­
ботам (2~8), все обозначения такие же, как в (*).

Рассматривается следующая дифференциальная игра: пусть игрок и 
минимизирует, а игрок v — максимизирует функционал

т
J = £ /о (?А Е Ут, Т) (1)

^0

при СВЯЗЯХ
yi = fi(y, и, v, t), i = 1, 2, . . ., п, (2)

g.i(y, м, к, Ц > 0, / = 1, 2, ...,д, (3)

e(y,t)^o, (4)

Glt(y\ t0., у\ Т) =0, £=1, 2,. .., р, (5)

где yV^ytTi), ут = у(Т)-, u(t) = {u'(i),..., u";(/)} — управление игрока 
и, v(l) = vr (I)} —управление игрока г: ta и Т могут быть не
фиксированными.

Пусть d!'Q / dt1'go(y, и, v, t) — наименьшая производная, содержащая 
хотя бы одну компоненту вектора {и, п}. Будем предполагать выполнен­
ными те же допущения, что и в работе (*)• В общем случае игры вида 
(1) —(5) не имеют решения в смысле седловой точки ни в каком классе 
стратегий, по могут иметь смысл как игры с некоторой дискриминацией 
игроков (‘).

Замечание 1. Игры с дискриминацией типа I) и Ш) из (') могут 
иметь смысл не при любом поведении первого игрока и, а только при та­
ком, при котором у второго игрока v найдется хотя бы одна мера тр такая, 
что носитель Р меры (тр<р) содержится в D. Цель игрока и — найти такую 
меру ф, чтобы

1) PVTA п Ри=^0,
и=Ри

2) sup J’ (4?, <р) = inf sup/' (ip, ф) =/,
ф ф ф

где мера ip определена на подмножествах пространства {г}; Г — плата 
обобщенной игры (6); /', — носитель меры <р; D,. = {к} Л D; D — это пере­
сечение подпространства {и, и) пространства {у, и, v, Ц с множеством, оп­
ределяемым условиями (3), (4).

Замечание 2. Число 7 в играх типа I) и III) не превосходит числа 
/ в играх типа II). Утверждение следует из того, что увеличение информа­
ции о поведении игрока и не может ухудшить для пгрока v значения пла­
ты J.
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Замечание 3. Если игра имеет решение в смысле седловой точки, 
то ни информация о функции распределения противника, ни право выбора 
стратегии первым не могут дать ни одному из игроков пикакого преиму­
щества.

Замечание 4. Если задача типа II) из (') имеет решение и, кроме 
того, имеет решение одна из задач типа I) или III), то игроку, определяю­
щему свое поведение первым, следует применять стратегию, соответствую­
щую игре типа II); в противном случае он рискует получить значение пла­
ты 7, худшее, чем в игре типа II) (см. примеры 2, 3).

Замечание 5. Если пространства {и} и {/’} одномерны пли если 
D — многомерный интервал, то игры типа I) и III) совпадают между собой.

Лемма 1. В игре типа I) из замечания 3 работы (‘) носитель Р меры 
(•фср) всегда является подмножеством некоторого множества IF в (т + г)- 

мерном пространстве {и, г}, причем Р <= W с D с {и, v}. В игре типа II) 
Р может быть произвольным (грф) -измеримым подмножеством множества 
Z), а в игре типа III) Р = X Р„, г<9е С4 П Du.

г‘^Ри
Следующие леммы 2—6 сформулированы для игр типа I), определен­

ных в замечании 3 из (1), но они почти дословно перефразируются для 
любых игр, рассмотренных в (*); причем они справедливы почти при всех 
тех t, при которых выполняются их условия.

Лемма 2. Если мера ф; не равна нулю в точках и0" и и{‘, то необхо­
димо выполняется i-e условие (13) из (‘) при 6.6 = 46, й6 = и.,'. Если же 
мера ф; сосредоточена в точках йб е [иб, щ'], а = 1, 2, . . ., s, а 2^ 2, то для 
каждой пары точек йа' справедливо i-e условие (13), в котором роли точек 
йб и ид играют точки йа\

Лемма 3. Если i-e условие (13) из (1) не выполняется при йр = и6, 
йб — иб, то оптимальная мера ф; сосредоточена в интервале (и0‘. «,’) или 
ф, — мера только одной из границ его замыкания на нуль. Более того, если 
i-e условие в (13) не выполняется ни для какой пары точек ыр. йе 
е [иб, щ'], то мера ф,- сосредоточена или только в одной точке замкнутого 
интервала [иб, иб], или имеется по крайней мере один такой интервал 
(«о1, щ1] <= [иб, иб], на котором мера ф, непрерывна (не обязательно имеет 
плотность по отношению к мере Лебега) и не равна нулю.

Лемма 4. Если оптимальная мера ф, непрерывна и не равна нулю на 
некотором интервале (йб, и/) с [щг, н1‘], то на этом интервале необходимо 
удовлетворяется i-e условие в (14) из (*).

Лем м а 5. Если оптимальная мера ср,- сосредоточена только в одной 
точке йб е [щ1, и/], в этом случае необходимо удовлетворяется соответст­
вующее условие в (14) при иб = й\ Если мера (фф) сосредоточена в одной 
точке {и, а} е D, то необходимо удовлетворяются все условия (14) из (‘) 
при и = й, v = а.

Лемма 6. Если i-e условие в (14) из (*) не удовлетворяется, ни нш 
каком полуинтервале [н01. й/) с [щ1, и/], то мера ф,- не может быть не­
прерывной не равной нулю ни на каком подынтервале интервала. щ'] 
(она в этом случае является дискретной).

Пример 1. Найти решение дифференциальной игры, в которой урав­
нение имеет разрывную правую часть

Ну
~dt

У + V — и 4- UV,

У,

У ~г К — и — U V,

если v <4 и,
если v = и,
если v6> и,

D: {и е U = [0, 1]; и е V = [0, 1]}, t е (О, Т), Т — фиксировано, Т > 0.
Уравнение (6), согласно (9, *"), имеет единственное абсолютно непре­

рывное решение при любом у(0); положим у (0) = 1. Пусть игрок и мини­
мизирует, а игрок и — максимизирует у(Т). Так как D— двумерный пн-

(6)
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тервал, можно искать решение в смысле седловой точки. Из уравнений 
(7), (10) из (*) имеем X = —X, Z,(77)= — 1, откуда X(t) = — < 0.
Простые, но довольно громоздкие выкладки показывают, что ни одно из 
уравнений (13), (14) из (*) при условии нормировки мер не имеет реше­
ний, за исключением случая, когда меры ф и 4' абсолютно непрерывны на 
некоторых интервалах вида (u0, 1) и (п0, 1) соответственно; в этом случае 
они должны удовлетворять уравнениям (14) из (4):

[ J ~ и

То

1+о

+ uv) dip ■ - (у — и — uv) dip
u-Ьо

и—О

= 0,

= 0.

(7)

(8)

Уравнения симметричны, поэтому можно решить лишь одно из них, на­
пример, первое. Дифференцируя (7) по и, получим уравнение кЧр + Зк1р = 
= 0, которое при условии (7) и условии нормировки имеет единственное 
решение

ip (у, t) =
0,
х/3 (9 - к~2)
1

при К С Vs, 
при v3 С К < 1, 
при V>1.

Вследствие симметрии уравнений (7) и (8) аналогичный вид имеет 
и функция распределения ф(п, t). Так как чистые граничные стратегии, 
очевидно, не являются оптимальными, то единственным оптимальным 
поведением в игре (6) является только поведение, характеризуемое абсо­
лютно непрерывными функциями распределения ф и ф найденного вида. 
Цена игры равна ет.

П ример 2 (пгра с дискриминацией типа I) или III)). Игрок и стре­
мится получить минимум функции J(u,v) = (v — u)2, а игрок v — макси­
мум, причем область D имеет вид

D = {и, v | gt = 2v — и > 0, g2 2 — 2и — и > 0, и}.

Из решения игры, приведенной в (6), следует, что носитель Р опти­
мальной (фф)-меры вспомогательной игры на квадрате [0, 1]Х[0, 1] не 
содержится в D (см. (*)); следовательно, поставленная игра может иметь 
решение только в смысле «доминирующего» значенпя платы. Пусть игрок 
и определяет свое поведение первым (причем ему известно, что игрок v 
знает только его функцию распределения, но не знает реализации случай­
ных чисел и). Тогда он гарантирует себе значение платы J, равное е > 0, 
если будет определять свое поведение функцией

(0
Фе (и) =

при
при
при

^<1/3(1+/1-(1 -4е.)/₽),
1/2(1±/1-(1-48)/₽)Си<1,
и>1,

(9)р
1

где (1 — 4е) Р < 1. У игрока V, знающего функцию фе(п), нет выбора: 
он должен выбирать только число v = ’/2 с вероятностью 1. Игрок и может 
выбором е сделать плату сколь угодно малой: min max J' = е > inf max/'= 
_ Q <₽Е Ф Ф Ф

Из решения следующего примера видно, что указанное поведение 
игрока и не будет оптимальным^ если игрок v знает реализацию случай­
ных чисел игрока и.

Пример 3 (игра с дискриминацией типа II). Рассмотрим предыду­
щий пример в предположении, что игроку к, определяющему свое пове­
дение вторым, известна реализация случайных чисел противника. Найдем, 
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при каких и е (О, 1) может существовать более одной точки с положитель­
ной мерой ф. Очевидно, в таких точках (пусть это будут точки ^У(и) 
и щ(и)) должно удовлетворяться последнее уравнение (15) из (*), кото­
рое с учетом того, что в случае смешанной стратегии должно быть 
р1 = р2 = рз=0 (что следует из уравнения (8) из (1)), примет вид: 
.[ (г — п)2]^‘(“) = 0. Последнее уравнение имеет решение только при и = 'У 
(т. е. при (х/2) = М’У) = Ул, М'/г) = МУО = 3А)-

Из уравнения (16) из (’) следует, что при любых и мера ф не может 
быть непрерывной, не равной нулю. Следовательно, при и У2 мера гр оп­
ределяет па [и0(и), Vi(ii)] чистую стратегию, а при и = Ч2 она сосредото­
чена в точках v0( х/г) и (Vn) - Это значит, что при и = ’/2 функция = 

Ul(u)
= § J (и, р)йф может иметь разрыв или не быть дифференцируемой.

i’o(u
Определим теперь поведение игрока и. Можно проверить, что первое 

уравнение в (15) из (') не может удовлетворяться ни при каких й0, Й1
Уг, Кроме того, первое уравнение в (16) из (*) не может удов­

летворяться тождественно по и ни на каких подынтервалах интервалов 
(0, ‘/2), (V2, 1). Согласно леммам 3 и 6, отсюда следует, что оптимальной 
для игрока и может быть только чистая стратегия. Но во всех точках диф­
ференцируемости функции Lu уравнение (16) не удовлетворяется, зна­
чит, оптимальным является число и = У2 (в этой точке Lu не имеет про­
изводной). Цена игры равна J4 = min max J = V16, причем ф — мера точек 

ф ф
^(Уг) и рД’/г) — может быть любой, удовлетворяющей лишь условию 

о(УР
$ d<t. -1.

t'ot1,2)
Обращаясь к примеру 2, легко можно подсчитать, что если бы в этом 

примере игрок v знал реализацию случайных чисел игрока и, а игрок и 
не знал бы об этом и определял свое поведение функцией (9), то, взяв 

■0 при
р при Ч < V < 3/4, 0<р
1 при V>3/4,

1° при

11 при V > х/а,

он обеспечил бы значение платы J, равное Л:

J2 = min max J = x/16 (1 + 3s) )> J± )> s.
Фе Ф
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