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1. В заметке рассматриваются алгорифмические операторы, соответст­
вующие двум концепциям вычислимого (конструктивного) действитель­
ного числа—квазичислам и псевдочислам (*). Работа выполнена в рамках 
конструктивного направления в математике. Вместе с тем, читатель, не 
владеющий конструктивной спецификой или пе заинтересованный в ней, 
может считать, что речь идет о вычислимых операторах двух типов: в пер­
вом случае (К-операторы) аргументами и значениями оператора являются 
коды вычислимых, вычислимо сходящихся последовательностей рацио­
нальных чисел, во втором (П-операторы) — коды вычислимых, сходящих­
ся (в традиционном смысле этого слова) последовательностей рациональ­
ных чисел. (В обоих случаях дополнительно требуется, чтобы оператор 
сохранял некоторое естественное отношение равенства.)

2. Приведем основные определения и обозначения. В даль­
нейшем мы считаем фиксированным некоторый достаточно широкий ал­
фавит А. Все упоминаемые множества считаются множествами слов 
в А, а все алгорифмы — нормальными алгорифмами в каком-ни­
будь фиксированном двухбуквенном расширении А. Запись (код) алго­
рифма 91 обозначается посредством Е 91 3.

Пусть Л/,, Мг — два множества слов. Будем говорить, что алгорифм а 
является алгорифмом типа Mi М2, если а перерабатывает всякое 
слово Р из Mi, к которому он применим, в слово из М2. Если « сверх того 
применим к любому слову из Mi, то мы будем говорить, что а является 
алгорифмом типа Mi М2. Через II обозначается множество на­
туральных чисел (т. е. слов вида 0, 0|, 0| |...). Если М — множество слов, 
то под последовательностью элементов М мы понимаем ал­
горифм типа Н М.

Пусть а — последовательность рациональных чисел (п.р.ч.). Назовем 
а фундаментальной, если можно построить алгорифм |3 типа Н -> 
-* И (регулятор фундаментальности а), так что при г, / Е3 |3(тг) выполня­
ется |a(i) — а(/) | < 2_п. П.р.ч. а назовем к в а з и ф у н д а м е п т а л ь- 
н о й, если неверно, что она не фундаментальна. Наконец, п.р.ч. а назы­
вается псевдофундаментальной, если выполняется 
“П |a(i) — a(/) | < 2_п). (Например, псевдофундамен­
тальной является любая монотонная ограниченная п.р.ч.).

Только что приведенным определениям соответствуют три понятия кон­
структивного действительного числа (').

FR-ч и с л о м (дуплексом) называется слово, либо являющееся ра­
циональным числом, либо имеющее вид Е a 30 Е р 3, где а —фундамен­
тальная п.р.ч., р — ее регулятор фундаментальности. К в а з и ч и с л о м 
(п с е в д о ч и с л о м) называется слово, либо являющееся рациональным 
числом, либо имеющее вид Е a 30, где a — квазифундаментальная (соот­
ветственно псевдофундаментальная) п.р.ч. Для дуплекса (квазичисла, 
псевдочисла) х мы будем обозначать через х задающую его п.р.ч. (стацио­
нарную п.р.ч., если х — рациональное число). Множества дуплексов, ква­
зичисел и псевдочисел мы будем обозначать соответственно через D, К и 
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П. Ясно, что К £= II, причем, как хорошо известно, это включение строгое. 
На множестве D U II естественным образом вводятся отношения равенства 
и порядка; в связи с этими отношениями будут использоваться обычные 
обозначения.

Пусть теперь Q обозначает любое из множеств D, К и П. Q-o пера- 
тором назовем алгорифм Ч7 типа Q Q такой, что при любых qi, q2 е Q, 
если ql = q2, то 4J'(?<) = xV(q2). D-операторы с точностью до технических 
деталей соответствуют всюду определенным конструктивным функциям в 
смысле Маркова (см. (2) и (*)); К-операторы — всюду определенным опе­
раторам из квазичисел в квазичисла, введенным и изучавшимся в (!, '*); 
наконец, П-операторы (операторы над псевдочпслами), по-видимому, рас­
сматриваются впервые.

В следующих пунктах буквы х, р, q с индексами или без них исполь­
зуются в качестве переменных соответственно по дуплексам, квазичислам 
и псевдочислам.

3. В работе автора (3) показано, что К-операторы обладают некоторы­
ми свойствами непрерывности, именно, они не могут иметь конструктив­
ных разрывов. Совершенно аналогично может быть установлена и нераз­
рывность П-операторов. В этом пункте приведенные результаты усилива­
ются до теорем, показывающих, что К- и П-операторы в определенном 
смысле конструктивно непрерывны. В дальнейшем мы будем для кратко­
сти формулировать определения применительно к П-операторам; для К- 
операторов соответствующие определения получаются простой заменой 
множества П на множество К.

Скажем, что 11-оператор T непрерывен в точке q, если мож­
но построить алгорифм б типа Н -*■ II (регулятор непрерывности Т в точ­
ке q) так, что при любых qx и п из | qi — q | < 2_б(п> следует |ЧГ((?1) — 
— Чг (?) | < 2~". Скажем, что П-оператор W непрерывен, если можно 
построить алгорифм у (регулятор непрерывности Т), так что при любом 
q уч. является регулятором непрерывности 'Г' в точке q. (Здесь посредст­
вом yqt обозначен некоторым стандартным образом получающийся из у ал­
горифм такой, что при каждом n yq* (п) у (? * и) (ср. (5)).)

Теорема 1. Можно построить П-оператор, не являющийся непрерыв­
ным в нуле.

Скажем, что П-оператор Ч*1 продолжает D-оператор (т. е. конструк­
тивную функцию) /, если при любых х и q из х = q следует гР(?) = j(x). 
Поскольку (5) всякий D-оператор непрерывен, то из теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Существует П-оператор, не являющийся продолже­
нием никакого П-оператора (конструктивной функции).

В случае К-операторов существование не непрерывных К-операторов 
и утверждение, аналогичное следствию 1, установлены в (4). Следствие 1 
может быть дополнено следующим утверждением, вытекающим из фор­
мулируемой ниже теоремы 3 или леммы 1 и известных конструкций не 
равномерно непрерывных конструктивных функций (см. (6, 7)).

Теорема 2. Можно построить D-оператор (всюду определенную кон­
структивную функцию) /, так что невозможен П-оператор, продолжаю­
щий /.

Вместе с тем, каждый D-оператор может быть продолжен до К-опера- 
тора ('■).

Обозначим через К~ множество квазичисел таких, что q s К~ тогда и 
только тогда, когда п.р.ч. q не возрастает и ij (р j^n->q(i) =
= ?(/)) (т. e. п.р.ч. q «стабилизируется»). Ясно, что любое квазичисло из 
К~ не может не равняться некоторому рациональному числу.

Будем говорить, что П-оператор Чг почти непрерывен, если можно по­
строить алгорифм 31, перерабатывающий всякое слово вида q * п, где q = П, 
гае Н, в положительное квазичисло, принадлежащее К~ и такое, что при 
любом q, из |? —?J <31(?*га) следует |Чг(?1) — Чг(?) | < 2_п. (Таким
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образом, б, соответствующее условию непрерывности в данной точке при 
данном е = 2 _п, эффективно находится в виде положительного квазичисла 
из А-.)

Основным результатом работы является следующая
Теорема 3. Всякий П-оператор (К-оператор) почти непрерывен.
В случае К-операторов теорема 3 дает положительный ответ на вопрос, 

поставленный в (3). Доказательство теоремы 3 опирается на теорему Кли­
ни о неподвижной точке (см., например, (9)). Использование теоремы о 
неподвижной точке происходит в данном случае по следующей схеме (ср. 
(8)). Пусть нас интересует непрерывность в нуле П-оператора Т. Зада­
димся, для определенности, е = 1. Пусть, далее, фиксирована какая-ни­
будь гёделевская нумерация алгорифмов типа причем алгорифм
с номером i обозначен через ср,. Обозначим через L такое множество нату­
ральных чисел, что тогда и только тогда, когда ср; применим к любо­
му натуральному числу. Строятся алгорифмы а и р со следующими свой­
ствами: 1) если i&L, то а применим к I, причем a(i) <= К~ и a(i) > 0; 
2) является алгорифмом типа Н -*■ II; 3) если i^L, то p(i) L; 4) если 
i Ф L и существует псевдочисло q такое, что |?| <a(i) и |Т(?) -Т(0) | > 
> V2, то fi(i) Согласно теореме о неподвижной точке можно найти i0 
так, что при любом k, cp^(/c) — cp?(io) (/с). Ввиду (3), i0<£L, следовательно, 
по свойству 1), а (г0) <= А-, причем, согласно (4), для всех q таких, что 
| q | < а (г0), имеет место | Т (?) — V(0) =С V2 < 1.

Существенным этапом доказательства теоремы 3 является
Лемма 1. Каково бы ни было п, невозможны псевдочисло q, П-опера­

тор Т и последовательность псевдочисел <о такие, что всегда |<o(i) — 
— q\ ^2~{и |W((o(i)) -Т(?)| >2~п.

Эта лемма аналогична теореме о неразрывности квазифункций (3) и 
может быть доказана почти точно так же, как и эта теорема, со ссылкой 
вместо леммы 1 (3) на лемму 2 (,0) (см. также доказательство теоремы 2 
(10)). Возможно также доказательство леммы 1, использующее теорему 
о неподвижной точке, по схеме, аналогичной изложенной выше.

Замечание 1. Теорема, аналогичная теореме 3, может быть доказа­
на для действительных функций, вычислимых по Банаху — Мазуру (“).

Замечание 2. Теорема 3 имеет следующий вариант: для данного 
q и е = 2~п отыскиваются квазичисла р±, р2 такие, что п.р.ч. pi, р2 стабили­
зируются, pi < q < р2, и интервал с концами pi, р2 удовлетворяет требо­
ваниям непрерывности для исходного е = 2~п.

Замечание 3. Квази- и псевдочисла получаются при помощи неко­
торых процессов «пополнения» метрического пространства рациональных 
чисел. Аналогичным образом можно определить квази- и псевдопополне­
ния М и М произвольного конструктивного метрического пространства М, 
Пусть Mi — сепарабельное, М2 — произвольное конструктивное метриче­
ское пространство (см. (*, 5)). Теорем 3 может быть доказана для опсра- 
торов, действующих из Mi в М2 и из ЛА в М2 (а также из Mi в М2 и из Mi 
в М2). Возможно также обобщение теоремы 3 на случай пространств, снаб­
женных квази- и псевдометрикой (метрический алгорифм имеет своими 
значениями квази- и псевдочисла; под эту схему подпадают рассмотрен­
ные только что квази- и псевдопополнения конструктивных метрических 
пространств). Мы не можем останавливаться здесь на этом вопросе под­
робнее.

4. Остается открытым вопрос о том, не обладает ли всякий П-оператор 
какими-нибудь свойствами равномерной непрерывности. (К-оператор мо­
жет быть эффективно не равномерно непрерывным, см. (4).) Приведем 
один предварительный результат в этом направлении (для краткости бу­
дем говорить о единичном сегменте).

Назовем П-оператор Т псевдоравномерно непрерывным,
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если Vn~n < qi, g2sS 1& |gi —g2| < 2~m) => |Y(gi) — T (g2) |<
< 2“”).

Теорема 4. Всякий непрерывный Т1-оператор (Y^-оператор) являет­
ся псевдоравномерно непрерывным.

Теорема 4 доказывается с использованием леммы 1 аналогично теоре­
ме 2.1 С).

5. Из леммы 1 так же, как в (3), теорема 9 и в (*°), теорема 2, выте­
кает

Теорема 5. Невозможен алгорифм, перерабатывающий запись вся­
кой фундаментальной последовательности псевдочисел, которая не может 
не сходиться к 0 либо к 1, в псевдочисло, к которому сходится эта после­
довательность.

(Понятие фундаментальности вводится для последовательностей псев­
дочисел точно так же, как и для п.р.ч.)

Вместе с тем, для псевдочисел имеет место теорема о полноте, доказы­
ваемая точно так же, как и теорема 3 (10): по всякой фундаментальной 
последовательности псевдочисел и ее регулятору фундаментальности мож­
но построить псевдочисло, к которому сходится данная последовательность. 
Вычислительный центр Поступило
Академии наук СССР 27 IV 1972
Москва
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