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3. А. ЧАНТУРИЯ

ОБ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ БАЗИСАХ

(Представлено академиком И. Н. Векуа 11 V 1972)

1. Хорошо известна теорема М. Рисса о том, что тригонометрическая 
система является базисом во всех пространствах LP, 1 < р < °о (см. (*), 
стр. 593—594) и в то же время не является базисом в пространствах Л- (0,1) 
и С (0,1). Более того, еще Г. Фабером (2) было доказано, что никакая си­
стема тригонометрических полиномов {7\(z))n=o таких, что степень поли­
нома Тп(х) равна п, не образует базиса в пространстве С(0,1). Аналогич­
ный результат для пространства Л (0,1) вытекает из теоремы Лозинского — 
Харшиладзе для этого пространства С). В (4) мы усилили результат 
Фабера в том смысле, что степени полиномиального базиса в пространстве 
С(0,1) растут быстрее, чем п+о (Inn).

Поэтому естественно возникла задача о порядке роста степеней орто­
гонального полиномиального базиса в пространствах С (0,1) и £(0,1). 
Задача эта была поставлена на IV Всесоюзном математическом съезде 
П. Л. Ульяновым в 1961 г. ((5, 6), см. также (7)).

Существование таких базисов в случае алгебраических полиномов 
впервые было доказано К. М. Шайдуковым ((8), см. также (9)).

В (10) мы доказали, что для любого ® > 0 можно построить ортогональ­
ные полиномиальные тригонометрические базисы в пространствах £(0,1) 
и С (0,1) с порядком роста п2+е.

В действительности, справедлива более сильная
Теорема 1. Пусть и>(п) — возрастающая последовательность нату­

ральных чисел такая, что
СО
2 схз’

П=1

тогда можно построить ортогональный полиномиальный тригонометриче­
ский базис {Г(ж)}“=0 в пространствах £(0,1) и С(0,1) такой, что степень 
полинома Тп(х) не больше, чем п’/2<в(п) при п> пв.

2. Несколько иначе обстоит дело в алгебраическом случае. Поллард 
(“) доказал, что ортогональная система алгебраических полиномов Ле­
жандра образует базис в пространствах £„(—1,1) для 4/3< р < 4 и не 
является базисом в пространствах £Р(—1,1) для р^ (1, 4/3) U (4, °°). 
Дж. Нейман и В. Рудин (12) дополнили этот результат; они доказали, что 
система полиномов Лежандра не является базисом в пространствах £Р 
для р = 4/3 и р = 4.

Ясно, что то же справедливо для £Р(0,1).
Но так как система Лежандра единственна, с точностью до знака, среди 

систем ортогональных полиномов (P, (-x)}))Ln таких, что степень полинома 
Рп(х) равна п для всех п, то, значит, для р (‘/з, 4) порядок роста сте­
пеней алгебраического полиномиального ортогонального базиса в прост­
ранстве LP больше, чем п.

В (10) мы доказали, что в £(0,1) и С(0,1) существуют алгебраические 
полиномиальные ортогональные базисы с порядком роста п3+е.
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Здесь мы утверждаем, что справедливы следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть А > = 2,1349 . . .

Тогда существует ортогональный алгебраический полиномиальный ба­
зис во всех пространствах Lp(0,l) для ре (1, 4/3] U [4, °°)
такой, что степень полинома Р„(х) не больше Ап для п> па.

Теорема 3. Пусть со (га) удовлетворяет условиям теоремы 1; тогда 
можно построить ортогональный алгебраический полиномиальный базис 
{Рп(х}} в пространствах Л(0,1) и С(0,1) такой, что степень полинома 
Рп(х) не больше га3/2со (га) при п> щ.
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