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Настоящая статья продолжает исследования В. А. Кондратьева и авто­
ров (1_3). Целью ее является изучение классических положительных ре­
шений равномерно параболических по И. Г. Петровскому систем

*■ = 2 Ak (ж, 0 Dkx и (х, 0 + t {х, t) (1)

с равномерно ограниченными коэффициентами, модуль непрерывности 
которых по пространственным координатам Xi, хг, .. . , хп удовлетворяет 
условию Дини.

Напомним, что от систем вида (1) в работах (1_3) требовалось, чтобы 
существовали ограниченные производные Dx3Ak, j к, и Ah с | к | = 26 
были равномерно непрерывны. При этом изучалась Z^-норма самого реше­
ния и использовался развитый в этих работах аппарат специальных допу­
стимых пробных функций.

Здесь для системы (1) с коэффициентами из классов Дини получают­
ся сходные результаты, однако изучение проводится в иных /^-нормах, 
в которых участвуют как решения, так и их производные до порядка урав­
нения с подходящими весовыми множителями. В основе настоящей ра­
боты лежат новые априорные Li-оценки, представляющие, на наш взгляд, 
самостоятельный интерес, получение таких оценок существенно исполь­
зует аппарат фундаментальных решений параболических систем (4, 5).

С помощью этих оценок в случае b = 2v + 1 устанавливаются сумми­
руемость положительных решений в области, примыкающей к характери­
стической гиперплоскости, теоремы о цилиндрах, из которых следует опи­
сание возможности роста положительных решений в открытом слое. 
Последнее позволяет представить положительные решения в виде интег­
рала Пуассона — Стильтьеса с мерой, сосредоточенной на начальной гипер­
плоскости, и установить ряд интересных фактов, выводимых из такого 
представления. Эти предложения являются усилениями и широкими обоб­
щениями результатов работ (6_11).

В заключение приводятся примеры того, что положительные решения 
параболических по Петровскому уравнений в случае b = 2v описанными 
свойствами не обладают.

Мы всюду считаем, что постоянные в оценках зависят от величин, вхо­
дящих в предполагаемые условия, и не зависят от изучаемых решений.

1. Предположения. Определения. Здесь используются сле­
дующие предположения:

01) Ak — ограниченные матрицы-функции, |Ак\ < М.
а2) Система (1) равномерно параболическая по Петровскому с постоян­

ной равномерной параболичности 6.
Оз) Ак равномерно непрерывны и функция

о) (к) = sup | Ak (ж, i) — Ak (у, t) |
k, t(X—
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удовлетворяет условию Дини Q (z) = со (h) -4 4 ос.
о

а4) Ak(,fii/(2b)x', pf) |3<2Ь-|'г1) / (26-0, как фуНКцИИ х', удовлетворяют
условиям а4, а3 равномерно по |3 s (0, s).

а5) В^(х, t) = DxJA„(x, t), ] 4 к, ограниченные постоянной M функции.
Ие) Bjk(fi,/(ib)x', fix') p(26+i^-6)/(26-i), у & равН0мерН0 по р е (0, е) огра­

ниченные постоянной М функции.
а7) Ак с | = 2Ъ равномерно непрерывны.

а

а8) Ак с | Л| = 2Ь удовлетворяют условию а3 и Qx(a) = Q (z) <4 4_ 00 •
о

Через G мы обозначим область Rn+i, лежащую в слое П, = {(t, х), 
х <s Rn, te (О, Z)}, граница G состоит из области V гиперплоскости t = 0, 
гладкой поверхности S, нигде не касающейся характеристических гипер­
плоскостей t = const и куска гиперплоскости t — Т. Параболическая гра­
ница dG = {х е V, t = 0} U S.

Пусть р(х, t; g, т) - параболическое расстояние (4) между точками 
t), (g, т); р(х, i; dG) = inf р(х, t; g, т); р(х, t; g, т; dG) =

= min(p(rc, t; dG), p(g, t; dG)); M(r)=r при r e [0, 1], M(r) = 1 при 
r > 1. Введем в рассмотрение следующие нормы:

II и ||Г; С; m = 2 ^{М [p(x,t; dG)]}^m\Dxu(x,t)\dxdt; 
G

||и||г; о; 0 SS ||п||г, а’,

<f>G; m = 55 <%, dr 55 -7’7.7 7n^bL IP (*- 9G)]}2b+m dx dt.
'o a P A-’ > b> )

Остальные определения и обозначения взяты из работ (2, 3).
2. Основная априорная Lt -оценка. Справедлива следующая 
Теорема 1. Пусть выполнены условия щ, а2, а3.
Если и(х, t) — классическое решение системы (1) в G и ||/||0; g; гь+и <

< 4°°; </>G; r„ < +°°; Hullo; G; „ < +<*>, то ||u||26; g; ,„ < +00 и найдется поло­
жительная постоянная Kt такая, что

ЦиНгь; с; m 4(||м||о; Oi m 4 ||/||о; g; 2ь+т ~Ь (/Уа; т) • (2)

Если же выполнены условия at, a2 и a8 и ||/||о; G; 2& + ™ < + °°, ||и||0; С; т <
< +°°, то ||и.||2ь_1; +°° и найдется положительная постоянная Х2, за­
висящая от Т, такая, что

||и||2ь_1; G; m ( ||и||о; g; m + ||/|)о; G; 26+т) . (3)

Доказательство теоремы 1 основано на специальных внутренних Ьг 
оценках, выводимых из интегрального представления решения через фун­
даментальную матрицу решений системы с замороженными коэффициен­
тами ((4), гл. 2). Для получения оценок в весовых нормах область раз­
бивается на последовательность полосок, ширина которых соизмерима с 
параболическим расстоянием до границы, и в каждой из них используется 
соответствующим образом переписанная внутренняя оценка.

3. Т е о р е м а о цилиндрах. Дальнейшие результаты получаются 
применением рассуждений работ (‘, 3) к решениям уравнений с заморо­
женными коэффициентами и теоремы 1. Вначале, как обычно, рассматри­
вается модельный случай, переход к общему случаю достигается некоторой 
модификацией рассуждений работы (*).
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Приведем для примера типичный результат.
Теорема 2. Рассматриваются регулярные в ГП2 решения и (ж, £) си­

стемы (1) с b — 2v + 1.

постоянные е15 hu рх, а} такие, что для любого h '-= (0,

1) Пусть выполнены условия а, в Пу, щ в Пу(Д”Ь). Если \\и || </
Р О', П^; т

<4- оо,11/|1 2 ■<' ‘ эо; (/) 2 </Ц-оо для некоторого т"~>— 2Ь,
0; Пу; 2b+m Пу;т

то flw||2b. п1+с </+°°, </ 7\ (О, 1), и найдутся положительные

2. Пусть выполнены условия щ, а7 в Пу, а6 в Пур-/2 \ Если || и ’|| ° ^2. т </ 

</ оо; 11/11 о </ + оо, то |Ы| 1+с <Г 4- оо и найдутся положителъ-11' О’, Пу; 2b+m 1 ’ 11 "(кПу, 1
ные постоянные е2, /г2, р2, а2 такие, что для любого й<Пьг

HI п1+аЛ1/(2Ь) 
o;ny_ft <4, Т)

т (5)

Заметим, что в теореме 2 фигурируют нормы, в которых р{х, 5G) = 
= 4/(2Ь); р(х, t; g, т; dG) = mm(f/(2f,), т1/(2Ь)/.

4.0 росте положительных решений, определенных 
в с л о е. Из неравенств (4), (5) выводятся теоремы о возможном росте 
решений системы (1) с b = 2v + 1, определенных в слое Пт, повторением 
рассуждений работ (*). При этом получаются результаты двух сортов:

1) для систем с непрерывными по Дини коэффициентами применяется 
оценка (4), в которой налагается условие на более жесткую норму правой 
части /(ж, t) (но и большая информация получается о решении);

2) применение неравенства (4) приводит к результатам, совершенно 
аналогичным результатам (*).

Так, например, если коэффициенты Ak(x, t) растут не быстрее 
| х | (26-|м>/(26-1) и ПрИ удовлетворяют по х
равномерному условию Дини, то решение и(х, t) в Пг однородной системы 
(1) с || ||о,Пу’2, т 4 Ci exp {cj |ж|5} удовлетворяет неравенству

<С2 ехр {с2|ж|9}. (6)

5. Интегральное представление решений, опре­
деленных в слое. Получению интегральных представлений реше­
ний параболических уравнений, определенных в открытом слое Пг, посвя­
щены работы (е_1‘). В работах (6_s, !0) рассматриваются уравнения вто­
рого порядка с вещественными коэффициентами и доказывается возмож­
ность интегрального представления положительного решения (решения с 
предписанным ростом его отрицательной части). В работе (9) представ­
ление получено для решений параболических уравнений любого порядка 
с вещественными достаточно гладкими коэффициентами в предположении, 
что решение и (х, t) удовлетворяет условию 

f lu(x, t) |ехр (—cfx^^dx
Rn

Наши результаты позволяют уточнить и обобщить теоремы работ (6_и) 
в следующих направлениях: получить представление решений при усло­
виях на отрицательную часть в случае системы (1) с b = 2v + 1, рассмот­
реть комплекснозначные коэффициенты и решения, а положительность 
понимать в смысле любого конуса К (*); уменьшить условия на глад­
кость коэффициентов.
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Теорема 3. Пусть выполнены условия а2, а5, а6. Если и(х, t) — регу­
лярное решение системы (1) с &+2v+l в слое Пт, для которого

5 t) |Ci exp {ct |a?|9}, то найдется положительное ц такое,
IS—х|<1 
что в ГЕ решение и(х, t) представимо в виде

и\х, 0=5 °)р (8)
Rn

где Z(x, t", £, т) —фундаментальная матрица решений системы (1) (4, 5), 
а р (Е) — комплексная борелевская мера такая, что

5 ехр {— Р|#|9} /p(dx) | < +°о

при некотором положительном р.
Для одного уравнения с вещественными коэффициентами и Ъ = 2v + 1 

из теоремы 2 следуют теоремы единственности решения задачи Коши, 
когда начальные условия принимаются в слабом смысле, теорема Фату 
И др.

6. О положительных решениях параболических 
уравнений с весом 2b = 4v. Рассмотрим параболическое по Петров­
скому уравнение ди / dt = —divu I дх^. Будем искать его автомодельные 
решения и{х, t) = l~1'Mf(xt~'/liv)). Тогда относительно /(z) получим урав- 

о©
нение /(4v) + 4v(zf)z = 0. Оно имеет решения вида f(z) = 3 aszivs с as > 0. 

s=0
Поэтому исходное уравнение имеет положительные при t > 0 решения 
и(х, t), для которых справедлива оценка и(х, i) > a.ixivl / i!+1/(4v) при лю­
бом положительном I. Последнее означает, что для уравнения ди / dt = 
= — д'" и / дх’"1 не справедливы факты, изложенные в пп. 3—5.
Киевский политехнический Поступило
институт 21III 1972
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