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В работе рассматривается вопрос о существовании периодических ре­
шений у одного класса нелинейных систем уравнений эллиптического 
типа. Изучение проводится при помощи перехода к уравнениям с вполне 
непрерывными операторами и применением общих топологических мето­
дов (см. (1_3)). Полученные утверждения дополняют соответствующие ре­
зультаты по теории периодических решений систем обыкновенных диф­
ференциальных уравнений (см. (3,4)).

1. Рассмотрим систему уравнений в частных производных
У Лр(ж)—-1-- - = F (х, и, и', . . . ,u<-r~»); (1)

|р |=Г дх?1 . . .дхпп

здесь АР(х) — квадратные матрицы порядка гл, элементы которых суть 
непрерывные по Гёльдеру с показателем «е (0, 1) функции; и{г} — произ­
водная г-го порядка отображения и: Rn 7?“; F — непрерывная по Гёль­
деру с показателем р е (а, 1) по совокупности переменных вектор-функ­
ция.

Предположим, что функция F и коэффициенты оператора 
L»- 3 alJ”“ , ,

I р |=г дх? ... дх^

т. е. матрицы Ар(х), периодичны по всем переменным (xi, . . . , хп) = х. 
Не ограничивая общности, можно считать, что все периоды равны между 
собой. Их общий период обозначим через со. Пусть далее, дифференциаль­
ный оператор L является эллиптическим по Петровскому, т. е.

det 3 прие^^Л", =
I Р |=Г

Обозначим через СР, а = С“+а (7?n, Rm) пространство г раз непрерывно 
дифференцируемых со-периодических по всем переменным вектор-функций 
и: R‘-+ R", г-н производная которых непрерывна по Гёльдеру с показа­
телем а. Очевидно, линейный оператор L действует из пространства С?+а 
в пространство Са“ = Со“а и непрерывен в естественной топологии прост­
ранств Си Са№. В дальнейшем будем предполагать, что L является опе­
ратором нулевого индекса, т. е. dim Ker L = dim Coker L. Это условие вы­
полняется, например, в следующих случаях: L — оператор с постоянными 
коэффициентами; п — нечетное число; т<п (см. (6)). Как известно (см., 
например, (5)), если L — оператор нулевого индекса, то существует такой 
линейный конечномерный оператор В: С')\у^ СС“, что оператор L + В 
имеет ограниченный обратный (L + B)-1: Саа С г“а . Производя замену 
и = Cv = (L + B)~'v в уравнении (1), при сделанных предположениях 
получим эквивалентное уравнение

v = BCv + F[x, Cv, (Cv)',..., (Сг)<г-1>] (2)

в пространстве Саш. Нетрудно видеть, что из условия а < р вытекает, что
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оператор
Av == BCv + F[x, Cv, (Cv)',..., (Cv)iT~‘’]

действует и вполне непрерывен в пространстве Саа; поэтому уравнение
(2) порождает вполне непрерывное векторное поле

Фи = и — Av, (3)

нули которого и только они являются решениями уравнения (2).
2. Пусть вектор-функция F допускает представление:

F(x, и, и',..., u(r~i}) = Р(х, и, и',..., п(г_1)) + f(x, и, и', . . . , п(г_1)), (4) 

где Р и / непрерывны по Гёльдеру с показателем 0 по совокупности пере­
менных, причем при некоторых к > 0 и у = (к — 1) / г выполнены условия

Р(х, ки, к1+уи’,..., Z1+(r_1)Ta<r_1)) = kkP(х, и, и',..., и(г~1)), Л > О,

lim V1 sup || f (х, ки, к1+уи', . .., ц _ о
х, |) ud) ||<1

Наряду с системой (1) рассмотрим систему

2 —-——г = р (х> и,и',. .., (5)
|р |=г дх1̂1. . . дхпп

и ограничимся рассмотрением случая к^ 1.
Систему (5) назовем (г, к)-системой, если.
а) при к> 1 система

2 4W—-—=-Р^о, 
| р |=г дх?' . . . дхпп

при каждой x^ R" не имеет ненулевых ограниченных на всем простран­
стве вместе со всеми производными до порядка г решений;

б) при к = 1 система (5) не имеет ненулевых решений в С^а. 
Определим оператор Ао равенством

Aov = BCv + Р[х, Cv, (Cv)(Cv) <r-‘> ]

и рассмотрим в пространстве Са" вполне непрерывное векторное поле

ФоУ = У — AoV. (6)

Теорема 1. Пусть вектор-функция F допускает представление (4), 
а система (5) является (г, к)-системой.

Тогда вполне непрерывные векторные поля (3) и (6) не имеют нуле­
вых векторов на сферах достаточно больших радиусов пространства Саш 
и их вращения у(Ф, °°) и у(Ф0, °°) на этих сферах совпадают: у(Ф, °°) = 
= у(Фо,

3. Теорема 1 позволяет сводить вычисление вращения векторного поля
(3) к вычислению вращения более простого векторного поля (6). Укажем 
теперь некоторые формулы для вычисления вращения поля (6).

Предположим, что коэффициенты Ар(х) оператора L не зависят от х. 
Тогда, как мы отметили выше, ind L = 0. Обозначим через М оператор 
проектирования, сопоставляющий каждой вектор-функции и е Са“ ее сред­
нее. Очевидно, М является проектором и в пространстве Сг+а. Нетрудно 
зидеть, что ядро оператора L состоит из всех постоянных вектор-функций, 
т. е. совпадает с областью значений оператора М, причем ML = LM = 0. 
Поэтому оператор L + М: Сг+а. Саа имеет ограниченный обратный 
(L + М)~1 - С, причем МС = М. В этом случае оператор Ао имеет вид

Aov = Mv + Р[х, Cv, (Cv)',... , (Cv)^], С= (L + M)-1.
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Теорема 2. Пусть уравнение (4) не имеет ненулевых решений в 
^т+а и к > 1. Пусть нулевая особая точка конечномерного поля

Wu = -MP(x,u,0,...,0) (7)
изолирована.

Тогда вращение у (Фо, °°) ноля (6) на сферах достаточно больших ра­
диусов совпадает с индексом у(Ф, 9) нуля поля V.

4. Из теорем 1, 2 и общих топологических принципов (см. (2)) следу­
ют различные признаки существования периодических решений у систе­
мы (1).

Теорема 3. Пусть система (4) является (г, к)-системой. Пусть вра­
щение у (Фо, °°) поля Фо отлично от нуля: (например, вектор-функция Р 
нечетна: Р(х, —и, —и',..., п(г_1)) = —Р(х, и,..., и(г~1))).

Тогда система (1) имеет хотя бы одно решение в пространстве Сг&а.
Теорема 4. Пусть система (4) является (г, к)-системой и удовлетво­

ряет условиям теоремы 2. Пусть индекс нуля у(Чг, 0) конечномерного 
поля Т отличен от нуля.

Тогда система (1) имеет хотя бы одно решение в пространстве Сг+а-
Используя теоремы 1, 2 можно получить достаточные условия суще­

ствования вторых решений системы (1), если известно некоторое реше­
ние этой системы. Для простоты будем считать, что известно нулевое ре­
шение системы (1), т. е. f(x, 0,..., 0) ^0.

Теорема 5. Пусть система (4) является (г, к)-системой. Пусть ну­
левая особая точка поля (3) изолирована и ее индекс у(Ф, 0) отличен от 
у(Фо, °°).

Тогда система (1) имеет хотя бы одно ненулевое решение в простран- 
СТве Сг+а-.

5. В заключение приведем примеры (г, к) -систем. Вначале рассмотрим 
случай, когда и и х — скаляры. Уравнения

w<lv) = и'и3 -иъ, г = 4, к = 5, (8)
и(11Г> — и'2 + ии" + и1*, г~3, к = 4, (9)
u(VI) = 4uzz'u" + иди'" + и1, г = 6, к~1, (10)

являются (г, fc)-уравнениями при (г, к} — (4, 5), (3, 6), (6, 7) соответст­
венно и, так как правая часть у них не зависит от независимой перемен­
ной х, удовлетворяют условию теоремы 2. Следовательно, вращение 
у(Ф, <») соответствующего поля (6) на сферах достаточно больших ра­
диусов совпадает с индексом у (Фо, 0) его нулевой особой точки. Нетрудно 
видеть, что индекс у(Ф0, 0) равен 1, 0, —1 соответственно для полей, отве­
чающих уравнениям (8), (9), (10).

Приведем еще пример (г, к) -системы. Пусть
Lu = Д2м, А = d’Ldxl + .. . 4- дг1дх‘п,

Р(х, и, и',..., п(3)) = (Ли)2/7 + и3.
С помощью принципа максимума нетрудно проверить, что уравнение

Д2п = (Аи)2/’ + и6 
является (4, 6)-системой.
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