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1°. В различных вопросах анализа и статистики важную роль играет 
эквивалентность счетно-аддитивных мер в бесконечномерных пространст­
вах. Особенно хорошо проблема,эквивалентности изучена для гауссовых 
мер в гильбертовом пространстве: имеется теорема Гаека — Фельдмана, 
дающая необходимые и достаточные условия эквивалентности двух гаус­
совых мер в терминах их корреляционных операторов. В настоящей замет­
ке этот результат частично обобщается: дается достаточное условие экви­
валентности переходных вероятностей диффузионных процессов в гильбер­
товом пространстве. В случае, когда коэффициенты диффузии постоянны, 
переходные вероятности являются гауссовыми и наше условие близко к 
условию Гаека — Фельдмана.

2“. Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство с нормой | |. 
Рассмотрим оснащенное гильбертово пространство Н+ <= Н с~_ построен­
ное при помощи некоторого положительного оператора Т такого, что Т1 
является оператором Гильберта — Шмидта, < 1. Здесь //-.—попол­
нение пространства Н по норме |л.'| = | Т~1х |, Н+ — сопряженное к нему
пространство, получающееся из Dr после введения нормы |ж| + = |Тх\ (‘). 
Пусть f(x) — функция на //_ со значениями в некотором банаховом про­
странстве. Тогда и обозначают производные этой функции
по норме и |х| соответственно.

Мы будем рассматривать стохастические уравнения Ито вида

d^t= [I-G(b)]dwt, (1)

где wt — винеровский процесс в пространстве // (*).
Известно (0, что при некоторых требованиях на гладкость коэффици­

ентов это уравнение имеет единственное, с точностью до стохастической 
эквивалентности, решение, являющееся марковским процессом в прост­
ранстве Я_. Обозначим переходные вероятности процессов и wt через 
Pt(x, Г) и W,(x, Г) соответственно.

Если G — постоянный оператор, то для эквивалентности мер Pt(x, Г) 
и Wt(x, Г) достаточно выполнения следующего условия (2).

Оператор В = G + G* — G*G является оператором Гильберта — Шмид­
та, и для каждого у^Н выполнено неравенство (By, у) < (у, у).

Естественно предположить, что для случая, когда возмущение G(x) — 
достаточно гладкий переменный оператор, условия эквивалентности мер 
Pt(x, Г) и Wt(x, Г) должны быть аналогичными. Однако нам не удалось 
получить столь тонкий результат, и в приведенных ниже достаточных ус­
ловиях накладываются более сильные ограничения на оператор G(x). 
Именно, всюду ниже предполагается, что выполнены следующие условия:

A) G(x) является элементом пространства L(H_, Н+) при каждом 
х Н_ и его норма ограничена.

Б) Оператор G(x) дважды дифференцируем, производные D’'G(x), 
k = 1, 2, ограничены и DzG(x) удовлетворяет условию Липшица.
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Рассмотрим действующий в Н оператор, определенный формулой

В(х) = G(x) + G*(x) — G*(x)G(x), x^II_.

Теорема 1. Пусть выполняется условие

(В(х)у, у) < (Т~гу, у), у^Н. (2)

Тогда меры Pt(x, Г) и Wt(x, Г) эквивалентны для каждого х е 11-, 
t>0.

Доказательство проводится следующим образом. Запишем диф­
ференциальное уравнение Колмогорова, соответствующее стохастическому 
уравнению (1):

ди / dt = V2Sp[Z — В(х)]и". (3)

Это уравнение решается при помощи метода параметрикса, обоснован­
ного в (3) для случая бесконечномерного пространства. Именно, фундамен­
тальное решение Г) ищется в виде

t
$ f (У) Pt (*, dy)=^f (г/) mt (х, dy) 4- j dr $ f (у) r- (z, dy) mt_x (x, dz), 

0

где f(x) — липшицева функция на П-, а мера mt(x, Г), называемая пара- 
метриксом, определяется как

mt(x, Г) = det[/~В (г/)]_1'!ехр { (С (ж) (Wt{x, dy), 

г
С(х) =1— [/ — В(х) ]-1, rt(x, Г) — заряд, подлежащий определению. 

Доказывается, что вариация этого заряда на любом измеримом множе­
стве Г удовлетворяет оценке

IП (х, Г) | < -£= jj exp |(Q x~y)} Wt (x, dy), x, у e H_,

* V

где Q e L(H_, H+), 0 < (Qzz) < (z, z), z e II.
Из этой оценки следует представление

Pt (-П Г) = $ Р (*, У) (х, dy), (4)
i’

х е II-, t > О, Г — любое измеримое множество в Н_.
Доказывается, что плотность р(£, х, у) положительна почти всюду по 

мере Wt(x, dy). Отсюда уже следует утверждение теоремы.
Замечание 1. Для выполнения условия (2) достаточно, чтобы опе­

ратор G (х) удовлетворял неравенству

Be(G(x)y, у) < 1/г(Т~2у, у), у^Н. (2А)

Замечание 2. Пусть а — действительное число. Обозначим через На 
пространство, полученное из области определения DTa оператора Та после 
введения нормы | х | а = | Тха |.

Рассмотрим пару стохастических уравнений

dtf [A-Gk(tf)]dwt, к =1,2, (5)

где постоянный оператор A На). Обозначим через РТ(.х, Г) пере­
ходную вероятность процесса Х/. Предположим, что существует оператор 
А~1. Тогда, применяя формулу Ито к функции f(x) =А !х, уравнения (5) 
можно привести к виду (1).

Следствие. Пусть операторы Dk(x) = А~'Вк(Ах) удовлетворяют ус­
ловиям А), Б), и пусть выполнены неравенства

([£>* (х) D*k (х) — Dxk (х) Dk (ж)] у, у) < (Т^у, у), ye Н.
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Тогда меры Ptl(x, Г) и Р2(х, Г) эквивалентны для каждого х^На, 
t>0.

3°. Рассмотрим вопрос о дифференциальных свойствах плотности 
p(i, х, у), определенной равенством (4). Оказывается, что здесь ситуация 
аналогична конечномерному случаю: гладкость решения дифференциаль­
ного уравнения зависит от гладкости его коэффициентов.

Теорема 2. Пусть оператор В(х) в уравнении (3) удовлетворяет 
неравенству (2), и пусть существуют ограниченные производные 
DkB(x), А. п.

Тогда существует производная Dyf!Dx"‘D:'p(t. х, у), p + m + 2s^n — 2, 
удовлетворяющая следующей оценке (в соответствующей норме III-III):

m~p
Dy Dtp (t, x, y) |||p+m< ct~ “"exp t>0,x,ySH_.

4°. Полученные выше результаты позволяют выделить некоторый класс 
нелинейных преобразований диффузионных процессов. Этот класс харак­
теризуется тем свойством, что преобразованный процесс имеет переходную 
вероятность, эквивалентную переходной вероятности исходного процесса. 
В случае, когда коэффициенты диффузии постоянны, наш результат сов­
падает с выводами, полученными в работах о нелинейных преобразованиях 
гауссовых мер (4, 5).

В силу замечания 2 к теореме 1, достаточно рассмотреть преобразова­
ния процессов, определяемых стохастическими уравнениями вида (1). Мы 
будем рассматривать преобразование вида f(x) — х + у(х), где х^Н-, 
ср(х)^Н+. Через А(х) обозначим оператор, определенный формулой 
Л(х) = G(x) + D(f>(x) ■ G(x) — 1кр(ж).

Теорема 3. Пусть ф(х) трижды дифференцируема, О3<р(;г) удовлет­
воряет условию Липшица и выполняется следующее условие: оператор 
Р(х~) ~ А(х) + А*(х) — А*(х)А(х) удовлетворяет неравенству (2).

Тогда переходная вероятность Qt(x, Г) процесса эквивалентна пе­
реходной вероятности Pt (х, Г) процесса tt, х е П_, t > 0.

Автор выражает глубокую признательность Ю. Л. Далецкому за поста­
новку задачи, руководство и постоянное внимание к работе.
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