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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 16 II 1972)

Рассматривается система уравнений температурного пограничного 
слоя для несжимаемой среды (р = 1) в случае стационарного обтекания 
некоторой криволинейной стенки (‘)

Li(u, Т, и) е= vum — vuy — Рх+ \{х)Т = иих, ux4-z;y = 0; (1)
(u, Т, у) == $ТуУ — иТу + — иТх = 0,

где и, v — компоненты скорости; Т = t — — разность температур меж­
ду нагретой и не нагретой частицами жидкости; v — вязкость, р == 
= р(х) —давление во внешнем потоке; у (ж) —коэффициент, учитыва­
ющий подъемную силу.

На границе Г {ж = 0, у = 0} области < х < А, 0 < у < оо}
задано краевое условие

и = фДж, у), Т = у2(х,у) (х,у)е=Г, у|у=о = УоСг). (2)
Выполнены условия
I) <Р1 (0, у) = и0 (у) > 0 при у > 0, Ф1(я, 0) == ио(0) = 0Г’ио(0)> 0, 

lim и0 (у) = п+>0;
У~+сс

II) щ1 (у), То\у), i — 0, 1,2, 3, 4, ограничены при 0 У < оо
и удовлетворяют условию Гёльдера;

III) рхх, 6/(ж) = [фгСс, 0) ]х, Ко'(ж), у'(х) непрерывны при 0 «С 
х А;
IV) То(у)>0 при у > 0, Д(0) = 01(О), lim 7’0 (у) = 7+> 0;

у-»зо
V) Ly, (w0, То, и0) = О (у4), (zz0, То, v0) = О (y2~fe), к = 0,1, 2,

ау ау “о
при малых у, х = 0;

VI) Го, *>о) = O(Tl~k), к = 0, 1, 2, при Го—>0. 
ау

Теорема. Пусть выполнены условия I) —VI) и Л71^>тах7’;7'ог- 
г

да в области DA при А ^.А0(М,) существует решение и, v, Т системы 
(1) с условиями (2), обладающее следующими свойствами:

1) и(х, у) > 0 при у > 0;
2) 0 Т (х, у)
3) uv m > 0 при 0 < у < yi, где m, у{ — некоторые постоянные;
4) и, Uy, Ту непрерывны и ограничены в DA;

_ 5) их, Uy, и непрерывны и ограничены в любой конечной части DA 
(DA — замыкание области DA).

В случае, когда рх 0, (ж) 0, 0 у (ж) у0 (у0 достаточно ма­
ло) такое решение задачи (1), (2) существует в области DA при любом 
А). При у(х) = 0 решение задачи (1), (2) единственно.

Заменоц переменных
х = х, гр == 1|з(а;, у), и = д^/ду, и — ий(х) = —д^!дх, 

ф(х, 0) = 0,
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и искомых функций.
ММ ф) = и(х, у), 9 (ж, ф) =Т(ж, у)

задача (1), (2) в области /?А{0 < х < А, 0 < ф < оо} преобразуется к 
виду

L3(w, 0) = v]/m — к0(ж) 2рх + 2у(ж)9 = сщ, (3)
L4(<o, 0) |3(У<о0^)ф — п°(ж)9^ + рлн2/У<о — 0х = 0;

® = Л(ж, ф), 9 = ЕДж, ф), (ж, ф) Е Г {ж = 0, ф = 0}. (4)

Легко проверяется, что для доказательства существования решения 
задачи (1), (2), обладающего гладкостью, указанной в теореме, достаточ­
но доказать существование решения со, 9 в области RA при А Ло крае­
вой задачи (ЗД, (4) со следующими свойствами:

1) со (ж, ф) > 0 при ф > 0, 0 О 0(ж, ф)_^
2) со, 9 непрерывны и ограничены в RA, имеют непрерывные в RA 

производные, входящие в уравнение (3), и

| | < М, ll'coco^l < М, |Усо0ф| < М, (ж, ф| ейА, (5)
| <щ| < соф т > 0 (6)

при 0 ф С/ ф1 и 0 < х < 72; постоянные М, т, ф, зависят от данных 
задачи.

Для доказательства существования решения задачи (3), (4) исполь­
зуется обычный в теории вырождающихся параболических уравнений 
подход (2) приближения к решению задачи (3), (4) по некоторой под­
последовательности вспомогательных решений системы (3). Вспомога­
тельные решения строятся в расширяющейся (при е -> 0) последователь­
ности прямоугольников 7?ае{0 < ж < А, 0 < ф < 1/е} с границей 
ГАе{ж — 0, ф = 0, ф = 1/е} и удовлетворяют краевому условию

сое = Fle(x, ф), 9g — F2e(x, ф), (ж, ф) <= ГАе, (7)
где

ЛДж, ф) = соо(е + ф) ехр {АДе, ф)ж/с£>0(е + ф)}, 
F3e(x, ф) = 0о(ф) exp {V(е, ф)ж/90(ф)} Д- 9, (ж) — 9,(0), 

ХДс, ф) = -Мсоо(8 + ф), 9о(ф)), X2(s, ф) = L4(c£>0(e + ф), 90(ф)).
(Всюду в дальнейшем индекс е у функций сог и 0с будем опускать.)

Если решение ф, 9 задачи (3), (7) с условием
0(ж, ф) (1)

существует, то в области RA при А Л, выполняется оценка
и (ж, ф) > Ие(ж, 0) + /(ф) (1 + Z~ta), (9.)

где /(ф) = О(агф1'5 + а2ф) при ф->0, /(ф) 2> 0 при ф > 0,
Ига / (ф) = а.А >0, | f (ф) | < а4, | /" (ф) | < а5 при ф > 0.

ф—*оо
Постоянные я,, аг, а3, At, 1/к достаточно малы и не зависят от 8. В слу­
чае /ц 0, v0(x) 0, у (ж) sC 0 оценка (9) выполняется в области RA
при любом А (2).

Лемм а. Пусть и (ж, у) непрерывна в DAw{0 < ж < Л, 0 < у <!\'} 
вместе с производной н„ и удовлетворяет уравнению

а (ж, у) и., = uW! + b (ж, у) + d (ж, у) u2v Д- Н (ж, у) (10)

всюду в области DAX, за исключением, может быть, точек прямой у = 0, 
и пусть sup | и1т | </ ос, | и | К, а непрерывные в DAX функции а (ж, у), 
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Ь (я, у), d(x, у), Н(х, у) удовлетворяет следующим условиям:
О ==S а(ж, у) < а0, \Ь(х, у) | Л, |<Ця, у) | С Кь

\Н(х, у) | С
u | N = О, Гд{я = 0, х = 0, yj=^}- 

ГА
Тогда в области DAN

\иу,(х, у) I ^С(К, Ki, а0). (И)

Замечание. Если граничные значения и\ у = ф(2:, У)| v не- 

нулевые, но допускают такое продолжение <р (х, у) внутрь области DAy, 
что sup (| <руу | + | фу | +-| ФхI) °°> то Для получения оценки (И) до- 

статочно в уравнении (10) сделать замену и — v + ф.
Лемма применительно к линейному параболическому уравнению яв­

ляется обобщением теоремы 2 из (3).
В силу оценки (9) при ф>ф0 со (х, ф) > аЕ(фо) > 0. Поэтому при 

ф === фо систему (3) можно рассматривать как невырожденную параболи­
ческую систему. Последовательным применением к решениям со и 0 урав­
нений (3i) и (Зп) системы (3) теорем 4, 5 из (3), пользуясь обозначе­
ниями этой работы, приходим к оценке

^>То, (12)

которая обеспечивав (('*), теоремы 11, 12) существование в R& произ­
водных /фф, fx (,f --  СОфф, '0фф, (Ох, 0х) •

Ф

Переходя к переменным х = х, У = \ г —, рассмотрим по- 
«’ у <оЕ (х, t)

лосу До{О < X < А, 0 < у < Уо}, в которой

|k_3/-Wx| < 1, |(Г — Ле(я, 0))х| <1. (13)

Очевидно, при каждом е > 0 такая полоса существует.
В области Do, в силу (8) и (13),

Vo
М<Ы + 5 \ux\dt<M3.

о
Выстраивая гладкое продолжение значений и(х, у) с границы Г0{я = 
= о, у — 0, у — у о} внутрь области Drs, что возможно в силу условия 
V), получим согласно лемме, оценку на величину |щ1 = 1/2|со4,|, а сле­
довательно, и на

I Uyy I == ~ I UUX + vuy + Рх ~~ уТ | = | |Ai) (Офф |

постоянными, зависящими от Mi и не зависящими от е. Оценивая вели­
чины |ю*|, ]У(оы^,|, | С£Г7/’сох | по принципу максимума в области /?,{()< 
<Zx<zA, фо(уо) <Z ф < 1/е} как решения соответствующих параболи­
ческих уравнений при А Л А„, Ло = min Л/0-4(ф0) ф03}, имеем 
оценки

Ы < М, | | < М, | <JAox | <М. (14)
Аналогично при А Но получаются оценки

|Уы0ф| <М, |У«(Уы0ч.),| < М, |Уы0х| <М, (15)

где М — некоторая абсолютная не зависящая от е постоянная.
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Учитывая (14), (15) и вытекающее из оценок (9), (14) неравенство 
и71, т >0 при 0 гр 'I’* C'l’i достаточно мало, но не зависит от е), 
из параболических уравнений для функций а = со_1+“сох, q = со~°(0— 
— F2e(^, 0))х находим

I <£>-1+“CDx| < |и-5(9-F2£(x, 0))Л| < ж, (16)

где 0 < а < 1/2, 0 < б < ‘/e, Л74 не зависит от s.
Из оценок (16) следует, что

| со“7/8(Ох I -> 0, |(0 — Ле (х, 0)) х I -> 0 при (гр, с) 0,
а с ними и

|и~2,шх| ->0, | (Г — F2e(x, 0))х| -> 0 при (у, е)->0.

Таким образом, существует достаточно малое р0, не зависящее от е, 
что при 0 у у° выполняются неравенства (13). За счет выбора уа 
находится также и промежуток 0 х х40 (*ф0 (j/o)), на котором выпол­
няется неравенство (8).

В случае рх Л 0, к0 (ж) 0, у (ж) 0 все оценки выполняются на
произвольно заданном промежутке 0 х А, если у(х) уо и у0 до­
статочно мало. Схема доказательства этих оценок аналогична приве­
денной.

Существование решения задачи (3), (7) доказывается теперь стан­
дартным путем с помощью принципа Лере — Шаудера.

Ввиду независимости оценок от е существуют подпоследовательности 
сое , ®гп’ Равномерн° сходящиеся вместе с производными, входящи­
ми в уравнения (3), на каждом конечном промежутке 1/ге чр п 
(w > 1), пределы которых удовлетворяют краевой задаче (3), (4).

При у = 0 в уравнение (3i) не входит 0(ау чр) и единственность его 
решения со (х, гр) известна (2). На этом решении уравнение (Зц) линейно 
и в силу принципа максимума его решение единственно.
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