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1. Рассмотрим линейную дифференциальную игру (см. (*))

* Если А — В непусто, то говорят, что имеет место вычитаемость.

z = Cz + и — v, (1)
где z — вектор п-мерпого пространства R", С — квадратная постоянная 
матрица, и и v — параметры управления, находящиеся в распоряжении 

.двух игроков, в дальнейшем называемых догоняющим и убегающим. Эти 
параметры принадлежат замкнутым выпуклым подмножествам Rn: Р и Q. 
В качестве терминального многообразия задано линейное подпространст­
во М. Целью догоняющего является по возможности быстро привести точ­
ку z, z(0) = z0, па М, убегающий стремится препятствовать этому. Игроки 
в каждый момент t > 0 выбирают свои управления и(Ц и у(Ц (предполо­
жим, что эти функции измеримы), ничего не зная о поведении своего про­
тивника в моменты s > t. (Ниже подробнее описывается информирован­
ность догоняющего.)

2. Введем обозначение л для оператора ортогонального проектирова­
ния из R", параллельно М, на его ортогональное дополнение L, М + L = Rn. 
Далее обозначим при двух заданных выпуклых множествах А и В через 
А — В множество тех векторов w, для которых при любом векторе Ъ е В 
найдется вектор а е А такой, что Ъ + w = а *.

Предположение 1. Существует дифференцируемая и монотонно 
возрастающая функция I (т), удовлетворяющая условиям

7(0) =0, 7(т) > х при т^О; (2)
ЙЦт) = — ле1<т)с. Qi (т) пе пусто для всех т Зг 0. (3)

Заметим, что из уравнения (1) по формуле Коши следует
t t

nz(t) = ле1С fz0 ф- e ^,:u(s) ds — e'sCv{s)ds)). (Г)
' о 0

Предположение 2. Пусть задано начальное положение z0. Пред­
полагаем, что следующее включение имеет решение:

То о
—ле<т<>+г>)с (z0 j e'sCu (s) ds} G I i' (r) dx =- W (Ц), (4)

' 0 ' 0

где To, ti — неотрицательные числа, связанные соотношением Го + Л = 
— /(h), и u(s), 0 С s С Го,—некоторое допустимое управление догоняю­
щего.

Теорема 1. При выполнении предположений 1 и 2 игру можно за­
кончить из начального положения z0: а) до момента То + h, б) точно в мо­
мент То + h.

520



При доказательстве утверждений а), б), здесь даются два метода кон­
структивного построения управления догоняющего. На отрезке О s «4 Та 
в обоих случаях u(s) полагается равным w(s).

(!') преобразуется при t = Та + Т = I(tt) к виду

(То + т j) ne(T°+il) с
11

(s) ds\ Ц- J ned<-^ Gu(T0 + s) ds — 
' о

— У neddiPi c v (I (t1 - s) 1 (tL — s)) ds; 
о

здесь последнее слагаемое возникает из последнего слагаемого в (1') при 
замене переменного s = Z(t).

Для первого доказательства утверждений а) и б) управление п(т) на 
отрезке [То, Та + /',] строится как измеримое по s решение линейного урав­
нения

ne('i”s)ciz(7’c + s) = neI(‘i_s)ci;(Z(f1) — I(tt — s))i (ti — s) + w(T — s).

где (см. (4))
t. tf

— ne<Ti,+'i> clz0 j e :,u (s)ds\ = (s) ds, w (s)SW (s).
' о ‘ 0

Заметим, что при этом в моменты (Z(Z,) — s) догоняющий использует зна­
чения фазовых переменных z (для определения значения с) в моменты s':

Z(ZJ -Z(s) s4s'^Z(7f) -Z(s) 4-е, 0 < e < d. (5)

Для другого доказательства утверждения а) и б) n(s) на отрезке 
[То, То + ti] строится, следуя методу (2). Введем для этой цели при 
s > То = Z(Zi) — tt, t = Z(t,) — s вектор-функцию

p(ti, s) = etczu(tY, s) + e!Wczv(ti, s),
где

S I (tl)—I (0
zu (ti, s) = esC (z0 4- e~xCu (r) dr\, zv (tr, s) = j e1 dd-i (O-*  v dx.

' о 0

Тогда включение (4) переписывается в виде
Го

яр (И, То) = ле<т«+(1) с (z0 -у е-'си (т) dx\е W (^).
' о '

На основе включения
« I (О

И7 (Z (Н) — ■?) = И7 (0 £ (И7 (if — е)-j- nexGPdx\-£- ле1 d^ v (г) dxt
' i—е ' I (t—t)

и соотношения
s+г I (t—z)

p (ti, s Ц- s) = p (ti, s) 4- J) ет^,л~хи (r) dx— JJ ePdt)-^)cv^ dx,
s i (tdTi (0

мы заключаем, что из включения

np(ti, s) s W(I(ti) — s) (6)

вытекает разрешимость в классе допустимых управлений и(х), То + Л — 
— s — г т =£ 74 + /ч — s, для любого малого е > О и при любом унравле-

521



НИИ v(r). I(tf) — I(s + 8) < r A 1(B) — I(s), включения

лр(В, s + s) e= jy(Z(ii) — s — e); (6')

это выражает, что прогноз не ухудшается, но может улучшиться.
Производя подобные е-шаги, получаем, исходя из (4Z),

пр (4, Т'о + ii) е W (0),

где 77+ */  = /(£/), Z(t/) <1(Л).
В силу равенств p(t, Т + t) = z(T + t) для всех Т, t 0, удовлетворяю­

щих Т + t = /(£) и И7(0) = 0, последнее включение означает, что игра за­
кончена в момент Та' -I- ti . Заметим, что практические возражения против 
допустимости использования догоняющим значений управлений v частично 
снимаются, если речь идет о прошлых значениях, как в нашем случае при 
строгом неравенстве (2). В конкретных играх 7(т) может определяться 
не однозначно требованиями (2), (3). Ее можно выбрать, удовлетворяя 
дополнительным требованиям (типа удобства практической реализации 
предписания относительно гарантированного момента поимки То + В или 
начального управления и (s), 0 s А- То).

3. Аналогичное обобщение возможно и для метода, предложенного 
в (3). Для простоты ограничимся формулированием соответствующих ре­
зультатов для игр с линейным подмногообразием М.

Предположение 3. Существует монотонно возрастающая функция 
Z(t) со свойствами (2), для которой для индуктивно определенных ниже 
множеств 0т(т,) имеет место вычитаемость при всех разбиениях у: 
0 = То < Ti < ... < т„ = С-

ч+1 1 (н-н)
0V(O) = O, ev(Ti+1) = 4- J nesCPds)-±. J xe^Qds. (7)

Ч 14Р

Тогда, очевидно, существует альтернированный интеграл (см. (3))

И7 (t) — (лезС Р dL ле1 с QI ($)) ds. (8)
м, о

Теорема 2. При выполнении предположений 2 и 3 игру можно за­
кончить из начального положения z(;. а) до момента То + б) в момент 
То + В (входящее в предположение 2 выражение ТУ(С) определяется фор­
мулой (9) и равенством W (В) = лИ/(р)).

Доказательство этой теоремы аналогично второму доказательству 
теоремы 1. Заметим, что вычисления, требуемые методом, сильно упро­
щаются, если можно так выбрать функцию I, что имеет место полное вы­
метание (говорят, что множество В полностью выметает множество А, 

если А = (А — В) + В) в первом приближении альтернированного инте-у 
грала:

8 S

0Yo (s) -f- ле1 (Р с QI (т) dr = летС Р dr для всех (9
о о

где уд — тривиальное разбиение отрезка [0, s]. Опираясь па алгебраические 
соотношения, которые верны при полном выметании, можно легко дока­
зать, что альтернированный интеграл в таком случае совпадает со своим 
первым приближением nfF(s) = 0T„(s) для всех 0 < s В- Из соотноше­
ния (9) следует условие (3), если дополнительно предполагать, что VFfi) 
полностью выметает ТУ(^ + т) для всех t, т > 0. Сильное превосходство 
типа (3) на некотором отрезке времени [0, t'J, где PE(s) >0 до момента Д, 
допускает существование альтернированного интеграла еще на некотором 
отрезке [t', tj, где не имеет места превосходство типа (3).
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4. В качестве примера рассмотрим задачу мягкой встречи двух изотроп­
ных ракет (см. контрольный пример в (*)):

х + ах — рп, х, у е Rk, |u|< 1, |w|^ 1,

у + Ру = ви, а, р, р, о — положительные константы, (10)

{(х,х,у,у)\х = у,х =у}.

Здесь функция I(г) однозначно определяется требованием (3):

цх) =-^ig(_L(e-_i) + iy (И)

Поскольку 1 (г) лежит между числами 1 и сф-1 надо предполагать

о. 2г р, р / « > о / р. (12)

Последнее неравенство обеспечит выполнение (3) и имеет простой смысл: 
из уравнений (10) следует, что для каждого е > 0 существует момент £(е), 
такой что для i > £(е)

| x(i) | < р / а + е, |y(t) | < о / р, + е.

Анализ включения (4) показывает, что поимка возможна из всех на­
чальных положений z0. Заметим, что то же самое верно и при более общем 
условии

р/а>(2 —а/р), р/а>о/р, (127)

потому что случай (127) можно свести к случаю (12).
5. Предложенные выше методы, преследования существенно усиливают­

ся, если в (4) вместо z„ мы пишем какое-то более позднее значение z(T). 
Это означает, что сперва разыгрывается начальная игра, в которой дого­
няющий стремится привести фазовую точку в такое положение z(T) Мо, 
для которого существует конечное tt, удовлетворяющее (4).*Эта  начальная 
игра имеет терминальное многообразие Ма и терминальную плату 
71 + Z(f1(z(7’))).

Простой пример: пусть W(t) =0, для всех tSsO. Тогда Ма является 
множеством тех векторов z0, при которых разрешимо уравнение

т„
zfl + $ e~sCu(s) ds ) = 0, Т. + = Z(Q

О
для некоторого управления a (s') и конечного числа ti. Мо выпукло. Таким 
образом можно рассматривать и такие игры, которые нельзя закончить 
в никакой заранее фиксированный момент.
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