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О МНОЖЕСТВЕ ТОЧЕК АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ 
НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛОВ СТИЛЬТЬЕСА

С КОМПЛЕКСНЫМ ПАРАМЕТРОМ

В этой работе определяется множество точек абсолютной сходимости 
интеграла Стильтьеса

Цг) = J z^e^^dAit)
— оо

в предположении, что <p(i) = cpi(£) + йр2(£) и /(£) = /±(£) + if2(t) —ком­
плексные функции действительного переменного, причем фДД = Re <p(i) — 
нечетная функция, /Д£) и /2(<) — монотонные положительные функции*, 
z”(i) — одна из ветвей функции еф(‘) 111 г, однозначной в плоскости z с разре­
зом вдоль отрицательной части вещественной оси, и A (f) — комплексно­
значная функция ограничений вариации на любом конечном отрезке веще­
ственной оси. Кроме того, определяется множество, на котором интеграл 
/(z) не сходится абсолютно.

Заметим, что интеграл Z(z) при соответствующем подборе функции 
А (£) превратится, в частности, в ряд типа Лорана — Дирихле с комплекс­
ными показателями:

оо

П=—СЮ
где тп и Х„, п = 0, ± 1, ± 2,..., — вообще говоря, комплексные числа, при­
чем Re тп > 0 при п > 0 и Re тп < 0 при п < 0.

Введем обозначения:
оо О

/(1) (z) = ^(O^-z/CO
о

т(2)
y(z) dA (t),

— СО

t -р— tр = lim—— , р2 = lim——,

1- / (0 7 I- f-AAr = d = lim—
f-»co 1 t^OO С

Заметим, что интеграл /(1)(z) может быть представлен в виде
N п+1 N

Z(2) = lim 2 z'Hi'ie-z'TfdA (t) = lim 2^(z)- 
^->°on=0 „ X->oon=0

00

В случае расходимости интеграла Л(0) = е~ф2<')9 |сЫ (i) |,

= arg z, введем в рассмотрение величину
7’

«1 (0) = lim -i- In( е-=рИОе | /л

(1)

(2)

где 6 =

(3) 
о

* Если /1(0 и /2(t) меняют знак, оставаясь монотонными, то легко заметить, 
как изменяется множество точек, в котором Z(z) не сходится абсолютно.
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В силу (1) и (3) имеем

|Zn(z)|sC max exp (/) In | г | (Z) ж-/2 (0'У)' е~г*г<л<> | dA (/) | С
П<^П+1

< C exp |(и -I- 1) + У (d s) — - -) + ai (0) + e]} >

где С — постоянная, не зависящая от п.
Заметим, что для точек z с аргументом б, удовлетворяющих условию 

|z| < exp {р4[ят — yd — щ(0) ]}, (4)

в то же время справедливо неравенство
4- У (d + е.) — X (г — 8.) + Щ (0) + 8 < б < 0 (5)

при достаточном малом е > 0, и потому (z) | < СепЪ, т. е. Z(1> (z) схо­
дится абсолютно в точках z с аргументом 0, удовлетворяющих неравен­
ству (4) и находящихся вне единичного круга |z| 1; множество таких
точек z обозначим через АД0). Очевидно, при изменении 0, О =С 0 < 2л, 
мы получим множество At = U ЛД0), состоящее из точек z = х + iy абсо- 

т
лютной сходимости 7(0 (z), удовлетворяющих условиям:

|z| > 1, |z| < exp {pjar — yd — щ(0) ]}

при любых х < 0 и у < 0.
Заметим, что в случае |z| 1, в силу того, что <р((£) t / (р2 + е), не­

равенство (5) заменится неравенством
у (d -i- 8.) - X (г — 8) + at (0) + S < 6 < 0. (6)

Обозначая через Л2(0) множество точек z с аргументом 0, удовлетворя­
ющих условиям

|z| sg 1, |z| exp {р2[ат — yd — a,(0)]},
мы утверждаем, что Z(1)(z) сходится абсолютно также в точках множества 
Лч = U ЛД0). Следовательно, /(1) (z) сходится абсолютно в каждой точке

(9) 
множества А = А< U Аг.

Займемся теперь определением множества точек, в которых /(1> (z) не 
сходится абсолютно. Очевидно, имеем

гп

о

> min exp {<рх (i) In | z | — t [ж (г + е) — y(d — е)]}ехр{гп [щ(0) — е]}. (7)

Обозначим через 5, (9), i = 1,. .. , 4, множество точек z = х + iy с аргу­
ментом 9, расположенных вне единичного круга и удовлетворяющих, со­
ответственно, условиям:

точек 
круга

1) х А- 0, У > о, щ (0) > хг;
2) а; > 0, У < 0, а, (9) > ат — yd.
3) х < 0, аЛ0)>0-
4) х < 0, У<0, щ(0) 4- yd < 0.
Кроме того , обозначим через В* (9), i = 1, . . . , 4, множество

Z = X + iy с аргументом 9, расположенных внутри единичного
|z| < 1 и удовлетворяющих соответственно условиям:

1) х 5? 0, ехр{р2[тг — а,■ (0) ]} < |z 1 С 1;
2) х 0, У < 0, exp {р, [ат — yd. — щ (0) ]} < 1 z < 1;
3) х < 0, У > о, ехр{р2[ат — yd — щ(0) ]} < I2 < 1;
4) х < 0, У<0, exp {pAyd + а,(0) ]} < |z| < 1.
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Неравенство (7) показывает, что интеграл (z) не сходится абсолют- 
4 С21 4 *

но в точках множеств В^ (0) = J В^ (0), 5(в) = U В, (0) и, следователь-
г~1 г=1

но, в точках множеств В^ = (J 5<4)(0), 5(2) = J £(2)(0), а также во
(в) (9)

множестве В = В^ J В^.
Таким образом, мы приходим к следующему заключению.
Теорема 1. Если функции <p(i), /(£) и A(t) удовлетворяют условиям 

(1) и (3), то интеграл /(1) (z) сходится абсолютно в точках множества А и 
не сходится абсолютно в точках множества В.

со

Отметим, что в случае, когда 7Д0) = § е_Фз<г)е | dA (f) | сходится (т. е. 

щ(0) 0 или «1(9) = °°), рассматривается величина
со

а2 (0) = lim — 1гЛ | dA (1) |, а2(0)^О
г—>сю Г »'

Г .

Введем обозначения:
A3 = U А3 (0), Ац = U А4 (0), А = А3 J 44,

(9) (9)

где Л3(0) и A,t(А) ■ - множества точек z с аргументом 0, удовлетворяющих 
условию |z < ехр{р;(хг—yd — а2(0))} и расположенных соответственно 
в областях z| > 1 и | z| < 1. Кроме того, из множества точек z с аргумен­
том 0, удовлетворяющих условиям |z| >1 и |z| > exp {р2[хг— yd — 
— а2(0)]}, выделяется множество BE(Q) при х < 0, у 0 и рассматрива­
ется множество В* = U В/(0).

(0)

Теорема 2. Если интеграл Д (0) сходится, то интеграл 7(1) (z) сходит­
ся абсолютно в множестве А " и не сходится абсолютно в множестве В*.

Из теорем 1 и 2 выводится ряд следствий, например, в случае, когда 
Pi = 0, а также р2 = °° и другие.

Аналогично может быть изучена абсолютная сходимость интеграла 
Z(2,(z). Обозначим:

Рз = lim
t _>_ос

t
Ф10)

р4 = lim
I—»-оо

5
t

<₽1 (0

о

В случае расходимости интеграла 72(0) = J е-”2109144 (Z) | рассматри-
—со

вается
о

а3 (0) = lim — In \ 1 dA (£)|.
Г—>оо Г l)

Далее, обозначим через ZZ(4), i = 1, 2, множества точек z с аргумен­
том 0, удовлетворяющих соответственно неравенствам |z| > exp {pjzri— 
— ydt — «з (0) ]}, k = 3, 4, и расположенных, также соответственно в обла­
сти | z | > 1 и внутри | z | 1:

Di = U Вг (0), i = l,2,
(в)

Наконец, обозначим через £Д0), i = 1,. . . , 4, множества точек z с аргу­
ментом 0, удовлетворяющих неравенству

1 < |z| < exp {р3[xrt — ydi + «3 (0) ]}
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и подчиненных соответственно условиям:
1) ж>0,
2) х А О,
3) х < О,
4) х < О,

!/>0; 
У < 0; 
У > 0; 
(/<0;

причем Ei = U Е, (9), 
(»)

Е= U Е.,.
i=l

Через Е* (0), i = 1,. . ., 4. обозначим множества точение аргумен­
том 9, лежащих внутри круга |z| < 1 и удовлетворяющих соответственно 
условиям:

1) х А 0,
2) хАА
3) х < 0,
4) х < 0,

причем

у 5= 0, хг, + а3(0) > 0;
у < 0, xr, — yd, + Оз(9) > 0;
у > 0, Яз(6) > 0;
у < 0, а3(9) — yd, > 0;

Е. U Яг*(9), Я’ = U Е-, Е^Е J Я*. 
(0) г=1

Теорема 3. Если интеграл Е(0) расходится, то интеграл Z<2)(z) схо­
дится абсолютно на множестве D и не сходится на множестве Е,.

В случае сходимости интеграла Л (9) вместо величины а3(9) рассмат-
ривается

-Г
а4 (9) = lim — In ( 1 dA (t) |.

Г—* ОО V—оо
Через Я;(9), t = 1, 2, обозначаются множества точек z с аргументом 6, 

удовлетворяющих соответственно неравенствам |z|>exp{pA[a?r1 — yd1 — 
— а4(9)]}, к = 3, 4, и расположенных также соответственно в области 
Iz| 5= 1 и внутри круга |z| С 1; причем К, = U /Г,(9) и К = К, U К,.

(0)
Кроме того, Н (9) означает множество точек z с аргументом 9, подчинен­
ных условиям |z| < exp {р4[жг, — yd, — а4(0)]} при х < 0 и у > 0, причем 
Я= U Я (9).

(0)Теорема 4. Если интеграл 7а(0) сходится, то интеграл E2’(z) сходит­
ся абсолютно в множестве К, не сходится абсолютно в множестве Н.

Из теорем 3 и 4 можно также вывести ряд следствий, например, в слу­
чае р3 = 0 и р4 = 0 и другие.

В заключение отметим, что интеграл 7(z), очевидно, сходится абсолют­
но на множестве A U D, определенном в теоремах 1 и 3, а также на мно­
жестве И* U Я, определенном в теоремах 2 и 4. Легко определяется также 
множество точек, в котором интеграл Z(z) не сходится абсолютно.
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