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(Представлено академиком В. С. Владимировым 15 V 1972)

Будем пользоваться следующими обозначениями и терминологией: 
£ = (gt,..., gn) — точка и-мерного эвклидова пространства й„, й„° =

п
=J’g: ig s Rn, ] [ £ft=/=oV, х = (Xi,. .., хп~) — точка n-мерного эвклидова 

k=i '
пространства Е„; S„ — целочисленная решетка точек (мультииндексов) 
а = (а,,. .., а„), а, > 0, i = 1,..., п. Как обычно, g“ = ig,®1.. , Da =

= DA'...D^ , где Dk = fc = l,... ,П.

Полным символом данного дифференциального оператора Р(х, D) =
= 2 ж е й, Й— область в Еп, называют полином Р(х, g) =

= 2 от %^Rn- Здесь для каждой точки теЙ сумма берется по
а

конечному множеству 91 (z) = {а: \а(х) =£ 0}.
Определение 1. (см. (')). Говорят, что оператор Q (ТУ) = 2?а^Я

а 
с постоянными коэффициентами (полином Q (§)) слабее оператора 
Р (D) = 2 Ya°a (полинома (2(g)) и записывают Q ■< Р, если

Q(i)/P(~)^C (1)

где полином J?(g) (называемый функцией Л. Хёрмандера) для данного 
полинома Z?(g) определяется так:

2 RW® = D^R£),
191>о

Определение 2. (см. (‘)). Говорят, что дифференциальный опера­
тор Р(х, D) (полином Р(х, g)) имеет постоянную силу в й если для 
любых фиксированных точек z, у е й

Р(х, ^/Р(у, g) <CX,V y^^Rn. (2)

где Р (х, g)2 = 2 I (х< £) |2 — функция Л. Хёрмандера.
191»

Определение 3. Характеристическим многогранни­
ком (х.м.) для данного набора мультииндексов 91={оГ}Л называется 
наименьший выпуклый многогранник в S„, содержащий все точки a* е S„, 
/с = 1,. ..,1V, х.м. для данного полинома Р(х, g) = 2'Ь(а;На определи-

a 
ется как х.м. набора §1 (ж) = (а: а е 2„, уа(х) =У= 0}.

Определение 4. Х.м. 91 называется полным, если 91 имеет верши­
ны в начале координат и на всех осях координат Sn. Полный х.м. 5 называет­
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ся правильным (вполне правильным (в.п.)), если все координа­
ты внешних нормалей (и—1)-мерных некоординатных граней 51 неотри­
цательны (положительны).

Л. Хёрмандеру (*) принадлежит следующий результат: однородный по­
лином P(g) порядка т сильнее любого полинома (?(£) порядка не выше т 
тогда и только тогда, когда Р(§) эллиптичен, т. е. из P(g) =0 следует

Л. Р. Волевич и С. Г. Гиндикин дали в (2) необходимое и достаточное 
условие того, чтобы многочлен Р(£) с правильным х.м. 51 (Р) был сильнее 
любого многочлена Q(^) с х.м. 51 ((J) s 51 (Р).

Здесь, опираясь на результаты В. П. Михайлова (3) и наши результаты 
(4,5), мы решаем следующие задачи:

I. Для данного набора мультииндексов 91 = {а4} Л с произвольным х.м. 
51 найти необходимые и достаточные условия на коэффициенты {Ул}А что'

N & N

бы полином Р (£) = 2 Ук^1 был сильнее любого полинома <?(£)= 2 •
к=1 к—1

II. Для данного полинома Р(£) с произвольным х.м. 51 описать множе­
ство полиномов {<?(£)}, более слабых, чем Р(|).

III. Найти алгебраические условия на полный символ Р(х, £), чтобы 
оператор P(z, D) с произвольным х.м. 51 (Р) имел постоянную силу.

Задача I решается в общем виде. Ее решение для мультииндексов 91 
с правильным х.м. получено в (2). Задачи II и III решаются в общем виде 
в отношении характеристических многогранников, но при некоторых огра­
ничениях (менее жестких, чем в (2)) на характер полиномов Р(^) и 
Р(;г, £).

1°. Для формулировки полученных результатов нам необходимы сле­
дующие определения.

Пусть 51 — полный х.м. в S„. Обозначим через St?, z = 1,.. . , М/; к = 
= 0, 1,... , п — 1, /г-мсрныо грани х.м. 51.

Определение 5. Грань 51?, z = 1,.. ., Мк; к = 0,. . ., п — 1, х.м. 51 
назовем вполне правильной (в.п.), если среди (п — 1)-мерных, опор­
ных к 51, гиперплоскостей, содержащих грань 51? и не содержащих граней 
размерности больше к, существует гиперплоскость, все координаты внеш­
ней нормали которой положительны. В дальнейшем эту нормаль будем 
называть внешней нормалью грани 51?.

Пусть 51 (Р) — х.м. многочлена Р (g) = 2

Определение 6. Грань 51?, 0 к п—1, х.м. 51 (Р)
полинома Р(|) назовем Р-р е г ул я р н о й, если полином Рг’k (£) = 2 

не обращается в нуль в Rn}.
Следующее предложение дает решение задачи I.
Теорема 1. Пусть задан набор мулътииндексов 91= {с?}Л с х.м. 51.

N N

Полином Р (|) = 2 ^*1° сильнее любого полинома (?(£) = 2
k=l к=1

тогда и только тогда, когда все в.п. грани х.м. 51 Р-регулярны.
Введем далее следующие обозначения: для данной точки а е Sn по­

ложим

Da = {[3: р е 0 < at, i = 1,... , п};

для набора 91 = {о?} с х.м. 51 положим D91 = (J Dak; через 51 обозначим

х.м. набора/Ж.__  .. . . .... .
2 Зак. 15й9, т., 208, В 1273



Очевидно, что: а) 32^32; б) если 31 — правильный многогранник, то 
31 31; в) в.и. грани 31 и 31 совпадают.

Итак, с каждым полиномом P(g) мы будем связывать х.м. 31 и 31 с со­
впадающими в.п. гранями.

Пусть задан полином Р (g) с х.м. 91 и 91, причем некоторая в.п. (п—1)- 
мерная грань 92"О-1 х.м. 91 (92"О-1 х.м. 91) Р-нерегулярна. Пусть 
X = (Хь ..., Хп) — внешняя нормаль грани 92”'1 = 92"/1. Тогда для всех 

п
точек а ее 92f0_1 (А, а) = 2 ^kak = d )> 0, а для точек а ее 91Х91Г/1

(X,«)<d.
Положим d\ = d\ {Р^ (g)} = max (X, а), причем максимум берется по 

тем а ЕЕ 91 \ 92Г”1, для которых 2 I Ya. ? I ¥= 0, гДе {?а, ц} — коэффициенты
|Н(>о

полинома Р^ (g) = 2 Ya, Через Р\\п 1 (1) обозначим ту часть много- 
a

члена Р (z), для мультииндексов а которой (X, a) ^.d\, (X, a) + d 2dy,r 
92* (Р) = {v: v s= 92, (X, v) <dx}.

Следующее предложение дает решение задачи II при некоторых до­
статочно общих предположениях.

Теорема 2. Пусть многочлен P(g) удовлетворяет одному из следую­
щих условий: 1) все в.п. грани х.м. 32 (Р) P-регулярны или 2) все в.п. 
грани х.м. 32(Р), за исключением одной (п — 1)-мерной грани 32Г,-1, Р- 
регулярны, а грань St"”1 не является P-регулярной, причем если 
Р‘в- "-1 (go) = о для некоторой точки g° е R(n , то

2а) 2 I (1°)Г0' П_1Г 4= 0;
1ЬЧ>о

26) в некоторой окрестности точки g°
К (g) = Ри' п~х (g) • Ph”’1 (g) + Р^ "^(g) ■ Ph”-1 (g) > 0;

2в) полином Pir>’ (g) представляется в виде
PI”’n-‘(B) =^n->(g).r(g);

где n_1(g) не обращается в нуль в Rn^ .
Тогда в случае 1) любой полином Q (g) с х.м. 91 (Q) cz 92 (Р) слабее Р (g) 

и, если 92 ((2) <2)92 (Р), mo Р (g) и (2(g) не сравнимы. R случае 2), 2а), 26) 
любой полином Q(g) с х.м. 92 ((2) сс 92* (Р) слабее P(g). В случае 2), 2а), 
26), 2в), если х.м 92 ((2) сс 92 (Р), Q (g) представляется в виде (2(g) = 

м
— Qo (?) + 3^(?)’r(?)> 92 ((20) сс 92* (Р), то полином (2(g) слабее

k=t
полинома P(g).

Заметим, что любой полином (2(g) с х.м. 32((2) ^Э2‘(Р) можно предста­
ли _ ~

вить в виде Q (£) = qq (g) 4- 2 Qk (g), где 32 ((20) s 32* (P), а для всех муль- 
A’--t

тииндексов а полинома (2ft(g), к = 1,. .., М, d>_ < (X, a) = rk < d. Пред­
ставление (2it(g) = 7A(g)-r(g) в условии теоремы означает, что полиномы 
(М?)> & = 1, ■ ■ •, М, обращаются в нуль во всех тех точках g е R^n , в ко­
торых Р'»’ (g) =0 (см. также условие 2в). Это последнее условие не­
обходимо, чтобы (2(g) был слабее P(g).

На примерах можно показать, что условия 2а), 26) существенны, что­
бы (2(g) был слабее P(g).
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2°. Перейдем к задаче III. Для данного полинома Р(х, |) с множеством 
мультииндексов 91 (ж) через 91 (z) обозначим х.м. набора D%(x), где

D%(x) = {р: р е £„, 0 < р4 щ, i = 1,..., п, VQ е ад}.

Теорема 3. Пусть полином (от g) Р(х, |) удовлетворяет условию а), 
если все в.п. грани х.м. 91 (х) P-регулярны, и условиям а), б), в), если в. п. 
(п — 1)-мерная грань 91^-1 = не является Р-регулярной.

Тогда оператор Р(х, D) имеет постоянную силу в £2.
Здесь-.
а) х.м. 91 (z) не зависит от точки х е Q;
б) если в.п. (п — ^-мерная грань 91 1 (с внешней нормалью X) х.м.

91 не является P-регулярной, то d-, (x) ^ d}. = max d^x) и полином
хей

Р‘°- п-‘(х, g) имеет вид

Н-'^Чх. £) =ф1°-п~1(х, I)

где £Р*<,-п~л(х, £) не обращается в нуль ни в одной точке (х, £),
f= J? •е Кп ,

в) если Р‘а- (х, V) = 0 для Ч R п0) , то

в. 1) 2 | [P(xW(x,g)]io’’wr^=0 VzgeQ,
1HJ»o

в. 2) в некоторой окрестности точки S''

К (х, £) = "-1 (х, I)■ Р^-1 (х, $ + Р*°’ п-г (х, I) • Ph"'1 (х, I) > О,

где для каждой фиксированной точки .г е Q d->.(x), Р^ (х, £), К(х, 
определяется, как в 1° для полинома Р(х, £) с постоянными коэффициен­
тами.

Условие а) необходимо, а условия б), в) —существенны, для того что­
бы оператор Р(х, D) имел постоянную силу.

Следующее предложение дает условия, при которых существует кон­
станта С > 0 такая, что Сх„ С Ух, у е Q в определении 2. В этом слу­
чае полином Р(х, |) будет сильнее любого полинома <?(^) с постоянными 
коэффициентами и с х.м. 91 (Q) s 91 (Р). Полином Р(х, g), обладающий этим 
свойством, будем называть полиномом равномерно постоян­
ной силы.

Теорема 4. Пусть заданный дифференциальный оператор Р(х, D) 
удовлетворяет следующим условиям-.

а) 91 (ж) =91, коэффициенты {у,, (х)} определены и ограничены в огра­
ниченной области 12, причем коэффициенты уа(х), мультииндексы а кото­
рых лежат на в.п. гранях 91, равномерно непрерывны в Q и удовлетворяют 
условию

О < о < | Ya(z) I М Ух ей;

б) все в.п. грани х.м. ’RP-регулярны.
Тогда оператор Р(х, D) имеет равномерно постоянную силу в £2.
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