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Известно, что система дифференциальных уравнений Генки — Ильюши­
на, характеризующих движение вязкопластических сред, в векторной фор­
ме имеет вид (я)

4 = К - ^-gradP + -L(r) + ^)[Av -Г 

+ (4 ~ 4 + "rad div v] ~ grad h' (1)

где v — вектор скорости, имеющий компоненты щ, k = 1, 2, 3, К — массо­
вая сила, Р - поверхностная сила; каждая из величин .р, тэ, щ Т имеет 
определенный физический смысл,

Ъ — [7 dvx i dVi Y2 j ( dvi ж 9г?3'2 ' I dVi 1 dV3 V _о V f dvk
” LW; + + \d^ + 2 %

С целью создания эффективного алгоритма решения задач для уравне­
ния (1) в настоящей заметке фундаментальная матрица решений системы

ди / dt = а2 (А + xdd')v + f(x, t), (2)
находится в конкретном виде (см. формулу (14)), а2 = — fr]-}- ”4)’ 

т — —------- зд считаются постоянными числами, д'— (д ! dxt,
д/ дх2, д/ дхТ), д — соответствующий столбец символов д / дх,. k = i, 2, 3.

Нетрудно убедиться в том, что если а2 и т действительны, то система (2) 
является параболической в смысле И. Г. Петровского.

Предположим, что система (2) параболическая по Петровскому. Рас­
смотрим задачу Коши для уравнения (1) при начальном условии

и(х, 0) = Ф (ж) (3)
в некоторой области D трехмерного эвклидова пространства Е3. 

Применением интегрального оператора
<?с

4/ = ехр (— кН) • / (Z) dt
о

к обеим частям системы (2) при /(т, 4)=0с учетом начального условия 
(3) придем к уравнению

а2 (А + тдд') и - к2и = - Ф (ж) (4)
с комплексным параметром к.

Известно, что если Ф (ж) — непрерывно дифференцируемая вектор- 
функция, ограниченная в D вместе с производными первого порядка, то 
вектор-функция U(х, к, Ф), определяемая формулой

и (х, к, Ф) = Р(х-%, к) dfy, (5)
D
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является решением системы (4); Р(х, X) — фундаментальная матрица со­
ответствующей однородной системы (4), для которой при а = 1 имеет ме­
сто формула (3)

+ “Р (- дулУ Е + [ - + тш + W)ехр х Iх !> +
/ 1 3 3 \ / %|х| \"| хх' .~ \ т + 1 Tv | X [ (т + 1)‘/г ft А21 х I2 ) ехр (. (1 + Т)1/2 /] I х I2 ’3

|ж| обозначает длину вектора х' = (xt, х2, х3), ах — соответствующий стол­
бец, Е — единичная матрица 3-го порядка.

Пусть R — достаточно большое положительное, а б — достаточно малое 
положительное число. Обозначим через /Л. область комплексных значений X, 
удовлетворяющих неравенствам

— (‘/4л + б) arg л 'Дл + б, | А.| > R. (7)

Обозначим далее через S бесконечный разомкнутый контур, расположен­
ный в области /?6, достаточно далекая часть которого совпадает с продол­
жением границы сектора | arg А | С ‘Дл + б.

Методом контурного интеграла (4) доказывается
Теорема 1. Если Ф(ж) — непрерывная и ограниченная вектор-функ­

ция в некоторой трехмерной области D, то задача Коши (2), (3) при 
f(x. t) = 0 имеет решение v(x, t, Ф), представимое формулой

V (х, t, Ф) = -LAexp (АЛ) Р (х — -X)dD^
s D

(«)

Подставляя (8) в (2), легко убедиться в том, что (8) является решением 
однородной системы, соответствующей (2). Начальное условие (3) прове­
ряется предварительным вычислением интеграла по А. Переставляя поря­
док интегрирования по g и по Л, из (8) получим

v (х, t, Ф) = Q (х — t) Ф (g) dD:,
D

(9)

где
Q (ж, t) = X exp (АЛ) P (^x, 4) a-d%. (10)

s
Подставляя выражение P(x, А / а) из (6) в (10) и интегрируя почлен­

но, легко убедиться в том, что вычисление интеграла (10) сводится к вы­

(11)

(12)ia'-t 1

(13)

числению следующих интегралов:
-4|ж|)айА = ехр(- -Щ

$ ех₽ - 4 и) = -утехр Ь

H(w-vH)4—) “р(~тёг
о

С учетом (И), (12), (13) и (10) получаем
о ') = лН [(15?г + «ч>(-

| X 1/2П11
, - ехр (--- . J * ' ------- Г“ПГ \ ехр (— Р2) ^р"1 Е ~a (t (1 + т)) '21 х |з \ 4аЧ (1 + Т) | х |J J F J

I я]/2<Ж(1-Н))1г
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[( 2а:Т2 аК2]х[2 )6ХР( 4а2« ) (2а3 (t (1 + Т))>;2 + a (i (1 + Т)‘2 |аф) *

| х |/2а(‘/2
ХеХР(--4а^(1+-Т) )-|7Г 5 еХР(-Р2)^] |?F}- (14>

| X ргара+т))^

Остается теперь показать, что вектор-функция v(x, t, Ф), определяемая 
формулой (9), где Q(x, f) имеет представление (14), удовлетворяет началь­
ному условию (3). Для этой цели необходимо (9) представить в виду сум­
мы интегралов

J2 (Ж, О 4a2i (15)

/3(я:, t) =

v(x,t, Ф) = % Jk(x, 0,

J' <*’ '>=уЬ? S “р Ь ф ® dD«

- ( ФЯ етД УргW'* (i (1 + J I X - ij P P \ 4a2t (1 + T) )

|3 dD'- J exp(—p2)Jp,
D I x-^ j/2a(f(l+r))*/*

Известным способом вычисляются пределы всех этих интегралов: 
lim Jj (ж, t) = Ф (х), lim (ж, t) = Ф (ж), lim J3 (х, t) = —Ф(ж), 
t-H) Ь>0 i-»0
lim (x, f) = 0, lim (x, t) = — Ф (x), lim Je (x, f) — — Ф (ж), 
f—>0 t-*0 t-M>

lim (x, t) = Ф (x); lim Js (x, t) = Ф (x), lim J9 (x, t) = 0, 
>0 /-*0 /-*0

Подставляя эти выражения в (15), получим
9

v (х, о, Ф) = 2 ii|n A 0 = Ф
fe=l /^0 

что и требовалось доказать.
Таким образом, доказанную теорему 1 можно перефразировать так:
Теорема 2. Если Ф(ж) непрерывна и ограничена в некоторой обла­

сти D трехмерного эвклидова пространства, то задача Коши (2), (3) для 
f(x, t) = 0 имеет решение, представимое формулой (9), где матрица Q(x, t) 
дается формулой (14).

Известным приемом (‘) может быть доказана также
Теорема 3. Если f (х, t) — непрерывная и ограниченная вектор-функ­

ция при t 0 в некоторой области D трехмерного эвклидова 
Е3, то задача Коши для системы (2) при начальном условии

v (ж, 0) = Ф (х) 
имеет решение в области D, представимое формулой

t
v (х, t, f) = \dT Q (х — g, t - т) f (g, т) dD^.
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